Universidad Nacional Autonoma de Mexico 

posgrado en ciencias fisicas 

Origenes cuanticos de las asimetrias 
cosmologicas 

TESIS 

QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE: 

DOCTOR EN CIENCIAS (FISICA) 

PRESENT A: 

Adolfo J. De Unanue Tiscareno 



DIRECTOR DE TESIS: Daniel Eduardo Sudarsky 
MIEMBRO DEL COMITE TUTORAL: Chryssommalis Chryssomalakos 
MIEMBRO DEL COMITE TUTORAL: Alejandro Corichi 



Ciudad Universitaria 



Enero, 2010 



El autor, sin perjuicio de la legislation de la Universidad Nacional Autonoma de Mexico, otorga a 
esta obra la siguiente licencia: 

Esta obra esta licenciada bajo una Licencia Atribucion-No Comercial-Licenciamiento Reciproco 
2.5 Mexico de Creative Commons. Para ver una copia de esta licencia, visite 

|http : / / creativecommons . orq/licenses/by-nc-sa/2 . 5/mx"71 

o envienos una carta a 



Creative Commons 

171 Second Street, Suite 300, 
San Francisco, California, 
94105, USA. 



A mis -padres por su confianza, 
a mis hermanos por su apoyo, 
a mis amigos por su aliento. 



RESUMEN 



ORIGENES CUANTICOS DE LAS ASIMETRIAS COSMOLOGICAS 



Adolfo J. De Unanue Tiscareno 
Instituto de Ciencias Nucleares, Universidad Nacional Autonoma de Mexico 

Doctor en Ciencias (Flsica) 



La version estandar sobre el origen de la estructura cosmologica dada por el paradigma infla- 
cionario, en el cual la estructura es resultado de las fluctuaciones cuanticas ocurridas durante la 
etapa inflacionaria, es poco satisfactoria: ^Exactamente como el Universo transita de una epoca 
homogenea e isotropica a una donde las incertidumbres cuanticas se convierten en fluctuaciones 
inhomogenas? El problema de la version estandar es que las predicciones del modelo inflacionario 
respecto a este punto no se encuentran justificadas por ningun esquema de mecanica cuantica. Una 
propuesta de solucion fue hecha en [A. Perez, H. Sahlmann and D. Sudarsky, Classical and Quan- 
tum Gravity 23, 2317 (2006)]. En ese trabajo se propone un proceso similar al colapso de la funcion 
de onda mecanico-cuantica de los diversos modos del campo inflatonico. Esta idea fue inspirada 
por trabajos de R. Penrose en los cuales la gravedad cuantica tiene un papel en el rompimiento 
de la evolucion unitaria estandar de la mecanica cuantica. En este trabajo de tesis proponemos y 
estudiamos un nuevo esquema de colapso que sigue las correlaciones indicadas en el funcional de 
Wigner del estado inicial. Se dedujeron, tambien, las formulas para multiples colapsos y sus efec- 
tos en el espectro de potencias. Ademas, en esta tesis nos enfocamos en un estudio mas detallado 
de los tres esquemas de colapso y de su posible traza en los datos observacionales. 



ABSTRACT 



THE QUANTUM ORIGINS OF THE COSMOLOGICAL ASYMMETRY 

Adolfo J. De Unanue Tiscareno 
Instituto de Ciencias Nucleares, Universidad Nacional Autonoma de Mexico 

Doctor en Ciencias (Flsica) 



The standard inflationary version of the origin of the cosmic structure as the result of the quan- 
tum fluctuations during the inflationary stage is less than fully satisfactory: how exactly does the 
Universe transit from a homogeneous and isotropic stage to one where the quantum uncertain- 
ties become actual inhomogeneous fluctuations? The point is that the predictions of inflation in 
this regard cannot be fully justified in any known scheme of quantum physics. A proposal was 
made in [A. Perez, H. Sahlmann and D. Sudarsky, Classical and Quantum Gravity 23, 2317 (2006)] 
to solve this problem by invoking a process similar to the collapse of the quantum mechanical 
wave function of the various modes of the inflaton field. This in turn was inspired by ideas of 
R. Penrose about the roles that quantum gravity might play in bringing about such breakdown 
of standard unitary evolution of quantum mechanics. In this work we propose and study a new 
collapse scheme that follows the correlations indicated in the Wigner functional of the initial state. 
Furthermore, in this thesis work we will focus on a more detailed study of three collapse schemes 
(robustness, multiple collapses) and on the traces they might leave on the observational data. 
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INTRODUCCION 



Inflacion, el origen de la estructura y el Problema de la medicion 



En los ultimos anos, se han producido avarices espectaculares en la cosmologfa ffsica, resultantes 
del notable aumento de la exactitud en las tecnicas observacionales. Ejemplos de estos exitos son 
los estudios de las supernovas ]171l 11721 11811 11821 1222| . los estudios de estructura a gran escala 
[2, 83, 206 -208 223J y las observaciones extraordinariamente precisas de varios estudios recientes 



del Fondo Cosmico de Micro-ondas I CMB I en particular los de Wilkinson Microwave Anisotropy 



Probe < WMAP} 1 148 1. En particular, las observaciones llevadas a cabo por el WMAP han fortalecido 



la perception positiva de los escenarios inflacionarios entre los cosmologos. 

Cabe senalar sin embargo que gran parte de la atencion de la investigation teorica en inflacion se 
ha orientado hacia el dilucidacion de la forma exacta del modelo inflacionario (es decir, el numero 
de campos, la forma del potencial, y la aparicion de acoplamientos no-mmimos a la gravedad, por 
mencionar algunos) y se ha prestado menos atencion a las cuestiones de principio, como pueden 
ser la determination de las condiciones iniciales, explicaciones de la baja entropia del estado initial, 
el mecanismo que ocasiona el transito de un universo homogeneo e isotropico a una etapa en que 
las incertidumbres cuanticas se vuelven fluctuaciones no-homogeneas, etc. . Por supuesto existen 
trabajos en los cuales se abordan estas cuestiones ]|89j 11051 11061 11081 I178L pero como se aclara 
en 111701 12021 12041 12051 una explication plenamente satisfactoria parece requerir algo mas alia de la 
comprension actual de las leyes de la fisica. Los autores ( |Perez, Sahlmann y Sudarsky I propusieron 
la hipotesis del colapso siguiendo unas ideas de Penrose 1 1661 11 69l . 

El punto neuralgico de la explication tradicional es el hecho de que las predicciones del paradigma 
inflacionario en este sentido no pueden estar satisfactoriamente justificadas en la mecanica cuan- 
tica estandar. La Interpretation de Copenhague, por ejemplo, no es aplicable en este caso, debido 
al hecho de que nosotros, los observadores, somos parte del sistema, y para hacer las cosas peores, 
de hecho, somos parte de el resultado del proceso que queremos entender. 

Aunque se trataran con mayor extension en el cuerpo principal del trabajo de tesis (caps. [2] y 
|3), veremos de manera sucinta aquf las motivaciones de la hipotesis del colapso como una posible 
explication para el origen de las semillas de la estructura cosmica. Empezaremos revisando la 
explication estandar del paradigma inflacionario. 

■ El universo comienza homogeneo y isotropico 2 . El campo del inflaton es la especie domi- 



2 Inflaci6n podria funcionar aiin si no comenzamos -estrictamente- con esta condition, pero despues de algunos e- 



nante, y se encuentra en su estado de vacfo cuantico, que tambien es homogeneo e isotropico. 
El campo del inflaton, se describe en terminos de su valor esperado representado como un 
campo escalar que depende solo del tiempo cosmico, pero no de las coordenadas espaciales, 
q> = q>(t) y una fluctuation cuantica 5q> que se encuentra en el estado de vacfo adiabatico, 
el cual tambien es homogeneo e isotropico (algo que puede ser facilmente verificado por la 
aplicacion de los generadores de las rotaciones o las traslaciones a ese estado). 

■ Las "fluctuaciones" cuanticas del inflaton actuan como perturbaciones 3 del campo del infla- 
ton y a traves de las ecuaciones de Einstein como perturbaciones de la metrica. 

■ Mientras la epoca inflacionaria continua las longitudes de onda varios modos del campo 
inflatonico crecen hasta ser mayores que el radio de Hubble (En la literatura se conoce a esto 
como "cruce del horizonte" o "salir del horizonte" 4 ), las amplitudes cuanticas de los modos 
para modos mayores que el radio de Hubble se congelan"debido a la evolution y en este 
momento se considera a estos modos como fluctuaciones de un campo clasico. Mas tarde 
las fluctuaciones "reentran al radio de Hubble" transformandose en este momento en las 
semillas de la estructura cosmologica dejando su marca en el CMB. 



El ultimo paso es referido en la literatura como transition cudntica-cldsica. Esta transition es entendi- 
da de diferentes maneras por diferentes investigadores, pero la principal lmea de argumentation 
esta centrada en aleuna forma de decoherencia [89, 103H1051 [106J [106J [108 [ . El intento de resolver 
el problema de la medicion en la mecanica cuantica usando decoherencia (o algun derivado de 
esta) ha sido criticada en varios articulos [por ejemplo 4 79. 159|, pero como se argumenta en |170| 
el problema de la medicion es mas agudo en el escenario cosmologico y por lo tanto es menos 
adecuado intentar resolverlo unicamente con decoherencia. 

La postura adoptada en este trabajo de tesis (y concordante con [170 1) esta basada en la idea de que 
toda la fisica siempre es cuantica, y que el unico papel que puede tener una descripcion clasica es 
la de una aproximacion en que las incertidumbres del estado del sistema son insignificantemente 
pequenas y pueden ser ignoradas, permitiendo asi que se pueden tomar los valores de expectation 
cuanticos como una descripcion razonable de los aspectos mas importantes de la situation estu- 
diada. Sin embargo hay que tener en cuenta que detras de cualquier aproximacion clasica hay una 
descripcion completamente cuantica y por lo tanto, se debe rechazar cualquier descripcion clasica 
en la que el universo es heterogeneo y anisotropico pero al nivel de descripcion cuantico se insiste 
en asociar al universo un estado homogeneo e isotropico en todo momento. 



En este trabajo de tesis siguiendo el articulo de Perez, Sahlmann y Sudarsky |170|, se introduce una 



modification al paradigma inflacionario para poder generar las semillas de la estructura cosmica: 
la hipdtesis del colapso auto-inducido. Es decir, se considera un regimen especifico en el cual la funcion 
de onda que describe a las fluctuaciones del inflaton en el estado vacio sufre un colapso objetivo que 



foldings el universo estara efectivamente homogeneo e isotropico. 

3 Encontramos esta redaction desafortunada porque podria inducir a pensar que algo esta fluctuando en el sentido 
del movimiento browniano, mientras que el uso de palabras como "incertidumbre cuantica" evocan a la funcion de onda 
asociada al estado base del oscilador armonico, analogia mas cercana de la situation. 

4 Otra redaction desafortunada, ya que identifica al horizonte de eventos con el radio de Hubble, esto se explicara a mas 
detalle en el capitulo 1. 



lo sacara de este estado homogeneo e isotropico a algun otro estado con caracterlsticas diferentes. 
El mecanismo por el cual se cree que este colapso ocurre esta inspirado en ideas de Roger Penrose 
Ill661 fl69l en las cuales el colapso de la funcion de onda se supone causado de alguna manera por 
aspectos gravitation cuantica. 

La manera en que tratamos la transition de nuestro sistema de un estado que es isotropico y 
homogeneo a uno que no lo sea, es asumir que a un determinado tiempo cosmico, "algo" induce 
el salto de un estado que describe un modo particular del campo cuantico (de manera similar a la 
regla de la mecanica cuantica que asocia un colapso de la funcion de onda al realizar una medicion 
del sistema, salvo que en la situation cosmologica estudiada no hay un actor externo o dispositivo 
de observation que realice la operation de medicion). 

El principal objetivo de este trabajo de tesis es comparar los resultados que surgen del analisis de 
diferentes esquemas de colapso (los dos estudiados con anterioridad y uno nuevo) y/o de diversas 
situaciones como colapsos multiples o tardfos, con las observaciones del CMB. 



Este trabajo de tesis esta organizado de la siguiente manera: En el primer capftulo l |Cosmologla 



Estandar e Inflation} se presenta una revision general del modelo cosmologico estandar, inclu- 



yendo exitos y sus problemas. Algunos de los problemas del modelo estandar cosmologico (los 
de "naturalidad") son resueltos al ser suplementado con una etapa inflacionaria, pero como se 
vera, la importancia fundamental del modelo inflacionario es la supuesta explication que ofrece 
del origen de las perturbaciones primordiales. La aparicion de las perturbaciones primordiales y 
su evolution hasta el CMB sera el tema de la primera mitad del capftulo " |Crftica al orfgen de la 



estructura propuesta por la Inflation '; la segunda parte del mismo capftulo [2] se centrara en la 



crftica a la explication estandar y se discutira a detalle la hipotesis de colapso propuesta en [170J. En 
el capftulo [3] titulado |Estudio detallado de los esquemas de colapso presentaremos los desarrollos 



realizados en este trabajo de tesis: se estudiara un nuevo esquema de colapso diferente a los pro- 
puestos en |170[ basado en el funcional de Wigner (section |3.4} , se comparara la robustez de las 
predicciones hechas por cada esquema de colapso para un solo colapso por modo del campo del 
inflaton durante la etapa inflacionaria (subsection 3.5.1} . Ademas se estudiara los casos de multi- 



ples colapsos por modo del campo suponiendo que el estado post-colapso es un estado coherente 
3.5.2 Se finalizara el capftulo [3]reafirmando las diferencias conceptuales y predicciones de la hipo- 



tesis del colapso con respecto a la explication estandar inflacionaria. Finalmente se presentan las 
conclusiones del trabajo de tesis en el capftulo [4] Se incluyen ademas apendices que tratan sobre la 
teorfa de perturbaciones en Relatividad General (apendice[A|, comparaciones entre distintas for- 
mulas que aparecen en la literatura inflacionaria (apendice|Bj, y se recogen en los apendices finales 
algunas formulas, datos numericos y significado de las siglas usadas en este trabajo de tesis para 
comodidad del lector. 



Convenciones seguidas en el trabajo de tesis 



Cantidades geometricas La notacion usada para representar campos tensoriales sera la definida 
en 112151 pags. 23-26], conocida como notacion abstracta de indices, e.g. el campo tensorial (0,2), T, 
se expresara con fndices latinos T a f, cuando no este expresado en ningun sistema coordenado y 
cuando lo queramos especificar en un sistema coordenado usaremos indices griegos T jlv . 

Los indices griegos son indices espacio-temporales y pueden tomar los valores de {1,2,3,4}, in- 
dices latinos en el contexto de campos tensoriales referidos a un sistema coordenado tales como 
i,j,k representaran indices espaciales. 

La metrica del espacio-tiempo g^ es de cuatro dimensiones y tiene la signatura (—,+,+,+). La 
metrica g ab cumple con g ac g c b — 5 a b . La metrica tambien se utiliza para "elevar" y "bajar" indices 
espacio-temporales, i.e. T h a = g ac T bc . 

El tensor de Riemann R ab £ sigue la convencion de signos dada por M2151 pag. 38] y es definido de 
manera libre de coordenadas mediante 

(V a V b -V b V a )t c = -R abd c t d (i.A) 

en esta ecuacion V fl es la derivada covariante de la variedad M. que es compatible con la metrica, 
i.e. V ' agbc ~ 0- El tensor de Riemann cuando esta referido a un sistema de coordenadas se expresa 
como 1215 . pag. 48] 

Rjivp = dv^p — d^Typ + \ — TypTxpJ (i.B) 

donde los T a bc son los llamados simbolos de Christoffel y estan definidos mediante 

T \c ■= \g ad {gbc,d+Scd,b - gbc,d)- (i-C) 



Transformaciones de Fourier Nos apegaremos a la definicion simetrica de la Transformada de 
Fourier, i.e. la transformada de Fourier /(k) = J- (J) (k) de una funcion f(x) es 

/>)=(^/ d3 -- ,k ' X /(x). (i-D) 

La transformada de Fourier inversa es definida mediante 

/« = ^372 /dV x /(k). (i.E) 

A lo largo de este trabajo de tesis realizaremos un abuso de notacion y usaremos el mismo simbolo 
para la transformada de Fourier y su inversa (i.e. eliminaremos el "gorro", {}, de las funciones 
transformadas), salvo cuando haya riesgo de confusion. Esta decision se tomo para no complicar 
la notacion a lo largo de la tesis. Si existiese algiin riesgo de confusion en el texto se volvera a 
reestablecer toda la notacion. 



A veces, durante el texto, sera conveniente expresar las expansiones de Fourier en una sumatoria 
en lugar de una expresion integral, esto corresponde a tomar las funciones dentro de una caja 
cubica con lados L y volumen V. Para recuperar las expresiones integrales sera necesario hacer las 
siguientes sustituciones 

'^ysw* 3 *' (LRa) 

I-\ 3 S kk ,^6(k-k>). (i.F.c) 



Unidades Como estamos interesados en esta tesis en los aspectos cuanticos y gravitacionales, 
usaremos unidades apropiadas, en las que la velocidad de la luz es c — 1, pero la constante de 
Planck fi y la constante Gravitacional de Newton G conservan sus dimensiones. Por ejemplo, el 
factor de expansion tiene unidades de [«(//)] = 1 y [JC] — L _1 . De esta manera, las cantidades 
que son expresables en unidades de longitud [L], tiempo [T], se expresaran en potencias de lon- 
gitud. En general, para una cantidad con dimensiones L n T m Mf en unidades ordinarias, tendra 
dimension L n+m Mf en estas unidades, y el factor de conversion entre ellas es c m . 



CAPfTULO 1 
COSMOLOGf A ESTANDAR E INFLACION 



Los inocentes hombres de mente ligera, 
que creen que la astronomia puede 
aprenderse mirando a las estrellas sin 
conocimiento matematico alguno, seran, 
en la siguiente vida, pajaros 

Platon, Timeo 



1.1 Introduction 

Cosmologfa es el estudio de la estructura a gran escala del Universo, donde el Universo es todo 
aquello que existe en el sentido ffsico. Esta definition del Universo es poco precisa y es mejor 
afinarla un poco diciendo que Cosmologfa principalmente se encarga del estudio de la estructura a 
gran escala en el Universo Observable , es decir, su campo de estudio incluye la determination de 
la naturaleza, distribution, orfgenes y su relation con la gran escala del Universo, de las galaxias, 
clusters 2 de galaxias, objetos cuasi-estelares(QS0 3 ), etc. observados a traves de diversas longitudes 
de onda electromagneticas usando telescopios de todos los tipos y que en un futuro se espera 
puedan ser utilizadas ondas gravitacionales o neutrinos para el mismo fin. 

La Cosmologfa se puede dividir a su vez, en Cosmologta Observacional cuya meta es determinar la 
geometrfa a gran escala del Universo Observable y su distribution de materia-energfa a partir de 
las radiaciones emitidas por objetos distantes; Cosmologta fisica que es el estudio de las interaccio- 
nes durante la epoca de expansion muy temprana del Hot Big Bang; y la Cosmologta Astroftsica que 
estudia el resultado del desarrollo posterior de las grandes estructuras como galaxias y clusters de 
las mismas. Dicho esto se puede decir que el marco de desarrollo de este trabajo esta contenido en 
el de la cosmologfa fisica, la cual, de ahora en adelante la llamaremos simplemente Cosmologfa. 

1 Hacemos entasis en la palabra principalmente, por que en teorias como Inflation el Universo Observable es una region 
pequena comparada con el "Universo" que crece del parche que se infla y este "parche" a su vez pertenece a un "Meta- 
verso" (o "Multiverso") mucho mas grande, que se supone esta inflando de manera caotica, pero esto se comprendera mas 
adelante. 

2 Aunque la tesis esta escrita en espanol, mantendremos algunas palabras de uso comiin en ingles, aqui dusters se 
puede traducir como "agrupamientos" o cumulos" 
3 Del ingles quasi-stellar objects. 



COSMOLOGIA ESTANDAR E INFLACION 



1.2 Cosmologia Fisica 



El estudio de la Cosmologia Fisica o simplemente Cosmologia parte de las siguientes suposiciones: 

a La teoria de la Relatividad General de A. Einstein 4 describe correctamente la evolucion del 
espacio-tiempo a gran escala (es decir es la teoria correcta de gravitacion) 15T1I9T1IT341I215II 



b Luego de "promediar" 5 a una escala lo suficientemente grande 6 existen supuestos obser- 
vadores fundamentales que ven un universo isotropico. Ademas si la isotropia es exacta, el 
universo sera espacialmente homogeneo. Esta suposicion es conocida como Principio Cosmo- 
logico y fue introducida por A. Einstein en 1917. 

Con estas suposiciones es posible construir modelos cosmologicos que se ajusten al universo ob- 
servado. Estas suposiciones fueron hechas inicialmente por A. Einstein y W. de Sitter en 1917 y 
con ellas se dio inicio a la cosmologia moderna. Idea que luego fue explotada por el fisico ruso 
A. Friedmann 7 y G. Lemaitre en la decada de 1920 y puesta en solidas bases geometricas por H.P. 
Robertson y A.G. Walker. Un poco despues, en el campo observacional, E. Hubble (1929) estable- 
cio que las galaxias mostraban un incremento sistematico del redshift o corrimiento al rojo con el 
aumento de la distancia hacia nosotros y en la decada de 1930, Eddington probo que los mode- 
los estaticos de Einstein eran inestables. Esto establecio las bases de credibilidad de los universos 
conocidos como universos de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker i FLRW| [ver por ejemplo 
l52l in0llI5SllT55llT55»I55llT65l . 

De manera mas formal se entiende que un modelo cosmologico 112141 representa el Universo 
a cierta escala ll68l y queda especificado por el par {(.M,g),u}, es decir, especificando la geo- 
metria espacio-temporal (JA, g) y dando una familia de observadores fundamentales, cuya con- 
gruencia de lineas de mundo estan descritas por el campo vectorial de velocidad u. Las variables 
{ ( A4, g), u} determinan el comportamiento cinematico del universo. En algunos modelos cosmo- 
logicos la congruencia de observadores fundamentales se supone expandiendose en cierta epoca, 
pero existen modelos donde esto no es el caso |214|. Para determinar el comportamiento dinamico, 
es necesario especificar el otro ingrediente importante de la Relatividad General, la materia, repre- 

f A) 

sentada -en alguna escala promediada- por el tensor de energia-momento T\ donde A etiqueta 
cada uno de los posibles tipos de materia presentes en el espacio-tiempo. La interaccion entre 
materia y espacio-tiempo es gobernada mediante las Ecuaciones de Campo de Einstein ( ECE) : 



Jflfc = R ab - 2%ob — K ^ab' T ab ~ J^A T ab^ ■ 



4 Existen estudios en la actualidad donde la cosmologia se basa en otras teorias que no son Relatividad General para 
describir la gravedad, un ejemplo son las teorias conocidas como f(R) 11951 . 

5 Es importante mencionar aqui que no existe un procedimiento bien definido para darle sentido riguroso a esta palabra 
en Relatividad General (24] 168112241 . 

6 Mas adelante en el texto veremos a que nos referimos por "suficientemente grande". 

7 En esta tesis se usara para este apellido la transliteracion Friedmann siguiendo la tradition occidental -que proviene 
de la traduction de sus articulos al aleman-. Su apellido es ruso y se escribe como Fridman, hay autores que hacen un 
compromiso entre estas dos opciones y escriben Friedman. 
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En ellas R ab = R acb es el tensor de Ricci, Jl = R / es el escalar de Ricci o escalar de curvatura, 
k = 8 rcG es la constante gravitacional de Einstein y T ab es el tensor de energia-momento de todos 



los campos presentes en el espacio-tiempo. El tensor de R ab j fue definido en la introduction li.A 
pagina XVI} . 



El tensor de Ricci, R ab , que se puede expresar en terminos de los sfmbolos de Christoffel \i.C\ 
mediante 

R ab = Kb,c ~ ^ac,b + ^"dc^ab ~~ ^db^ar (1-2) 
Las ECE implican la ecuacion de conservation 8 a traves de las identidades de Bianchi |51 , 1134112151 

V b G ab = 0^ V b T ab = T ab . b = 0. (1.3) 

Como veremos posteriormente el modelo cosmologico actual incluye un componente de Energia 
oscura (jDEj [ver |65l |126l 12121 para otras explicaciones posibles], que es representado en sus ca- 
racterizaciones mas simples por una constante cosmologica A, en ese caso las ECE I A.l| toman la 
forma 

1 

Rab ~ 2%«fc = KT ab ~ Ag flfc/ (1.4) 



y esta ecuacion < |1.4} es valida solamente si A es constante en tiempo y espacio, i.e. satisface V fl A = 
0. Como en este trabajo de tesis consideramos -siguiendo la practica moderna- que A es un tipo 
de materia exotico, se le incluira dentro de T a j,. 

Es un procedimiento estandar descomponer al tensor de energia-momento T ab respecto al campo 
vectorial temporaloide u |66|: 

T ab = pu a u b + 2q {a u b) + p(g ab + u a u b ) + n ab , (1.5) 

donde p es la densidad de energia, p es la presion del fluido, n ab es la presion anisotropica y por 
ultimo, c] a , aparece cuando la velocidad del fluido no esta alineada con el campo vectorial u a . Estas 
variables cumplen con las siguientes relaciones: 

q a u a = 0, n ab u b = 0, , 7r/ = 0, n ab = n ha . (1.6) 



1.2.1 Caracterizacion de los modelos cosmologicos 



Es posible caracterizar al modelo cosmologico, (A4,g, u), invariantemente de acuerdo a (a) sus 
propiedades cinematicas, (b) las propiedades del tensor de Weyl de ( M, g) y (c) sus simetrias. 



'Notese que las ECE no garantizan la conservacion de cada uno de los componentes de la materia, solo el total. 
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Propiedades cinematicas 

Las cantidades cinematicas estan asociadas con la congruencia temporaloide u fueron introducidas 
por Raychaudhuri a mediados de la decada de 1950 |180| y se construyen como a continuation se 
muestra 1501 EH5I . 

Un campo vectorial temporaloide u" determina un tensor de proyeccion h a \, de acuerdo a 

Kb = gab + U a U b (1.7) 

cuya action es proyectar tensores al espacio tridimensional ortogonal a u. El tensor h ab posee las 
siguientes caracterfsticas h a b = g ab h cb , K°K b = K l \ K bu b = Oyhf = 3. Supongamos que u a es el 
vector tangente a una congruencia temporaloide de geodesicas. El tensor h ab permite descomponer 
la derivada covariante, V b u a , que es puramente espacial V b u a u a = V b u a u b = en [215J 

1 

U„;b = ^®Kb + Vab + <^ab, (1-8) 

donde = u". a es la expansion, a ab = M( a; &) — %®h ab el corte (shear) y co ab = Mr a .j,i el giro (twist) 9 . Es 
posible encontrar una ecuacion de evolution para la expansion [ver pag. 218 de 215 [ conocida 
como la ecuacion de Raychaudhuri 

0= -^& 2 -2(o- 2 -u> 2 )-R cd u c u d (1.10) 
donde = @ ;a u a , a 2 = l/2cr ab a ab y cv 2 = l/2cv ab L0 ab . 

Esta ecuacion es de suma importancia por que es usada para los lemas de enfocamiento — ] 215 . pag. 
219-223]- y a traves de estos a los teoremas de Penrose-Hawking de singularidades [ver §9.5 de 
12151 . 

Como se vera mas adelante, en universos tipo Friedmann-Lemaitre, se definira el parametro de 
Hubble mediante 

H=l&- (l.H) 



9 En la derivation original de Raychaudhuri, el parte de la congruencia de particulas con velocidad u" cayendo bajo su 
propia gravedad, luego, de mecanica de fluidos se sabe que sufrira los efectos de (a) Contraction/Expansion, dada por la 
divergencia de u", = «"„. (b) Corte, distorsion de la figura sin cambio en el volumen, dada por un tensor simetrico sin 
traza y ortogonal a u" , definido por cr„j, = Ur a .j,\ — \©h a \, — UuU^\ . (c) Rotacion/Vorticidad, rotacion sin cambio en su forma, 
dado por un tensor antisimetrico ortogonal a u": w a \, = — u\ a u b\ y (d) Aceleracion debido a fuerzas no gravitacionales 
tales como gradientes de presion, definidos por ii„ = u a f,u . Obteniendo la ecuacion: 

"a;b = Pah + Uab + ^®>hb + U a U b . (1.9) 

Como se podra notar, Raychaudhuri no partio del supuesto de que la congruencia estaba formada por geodesicas, que es 
la suposicion hecha en el texto principal. 
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Tensor Conforme de Weyl 



La siguiente manera de caracterizar a los modelos cosmologicos es usando el tensor de Weyl C fl ;,cd 
que se obtiene restando las partes con traza del tensor de Riemann R abc d> 

Cabcd = Robed ~ 2 (ga[c R d]b ~ gb[c R d]a) ~ 3 ^ Sa[cgd]b- (l-* 2 ) 



El tensor de Weyl comparte todas las simetrias del tensor de Riemann |215[. Usando las identida- 
des de Bianchi y las ECE, ademas de condiciones de frontera apropiadas, es determinado de 
una manera no-local por la materia en cualquier parte del universo, y representa asf el "campo 
gravitacional libre" [66 J. Se le conoce tambien como tensor conforme de Weyl por que se comporta 
de manera muy sencilla bajo transformaciones conformes de la metrica 10 . 

Es util separar a C fl j, c d en sus partes "electrica", £ fl ;, y "magnetica", H a \,, relativas a u: 

Esc = C a b cc iu b u d , H ac = *C a b cl iU b u d , (1.13) 



donde *C aba i es el dual del tensor de Weyl. 



T = —e st r 
^-abcd — rj L ab ^stcd 



y e ai,cd es el pseudo-tensor completamente antisimetrico. Los tensores E„j, y H fl ^ son simetricos y 
sin traza, ademas que si ambos son cero, i.e. E fl {, = = H a }, ^ C B ], c( i = 0. Se puede demostrar que, 



f-> (-■abed Q I v V a b U U a b\ c *r-<abcd 1£F u"l> C1 1A\ 

^-abedy — o y L ab L ~ tiab u ) r ^abed L — ^t ab M . V 1 - 14 ) 

En 1954 A. Z. Petrov [reimpreso en 174] estudio las simetrias algebraicas del tensor de Weyl, y 
desarrollo un sistema para clasificarlas conocida ahora como clasificacion de Petrov. Para lograrlo 
considero al tensor de Weyl, C a bcdi evaluado en algun evento del espacio-tiempo, como actuando 
en el espacio de bivectores en ese mismo evento, i.e. , X ab — > \C ah zd X cd ; de esta manera, es natural 
considerar el problema de encontrar los eigenvalores A y los eigenbivectores, X flb tales que 



l c «fc x cd = xx ab_ (1 15) 

Petrov encontro que solo existen seis tipos de simetrias algebraicas (relacionadas con la multipli- 
cidad de los eigenvalores) en las variedades Lorentzianas de cuatro dimensiones. Asf, es posible 
caracterizar a los modelos cosmologicos usando los tipos de Petrov. 

10 Estas transformaciones conformes quedan definidas [apendice D de 12151 como sigue: Sea M una variedad con metrica 
gal,- Si O es unafuncion suave y estrictamente positiva, entonces la metrica g„j, — Ci 2 g a [, se dice que es derivada de g„f, mediante 
una transformation conforme. Es facil probar que el tensor de Weyl, no cambia antes este tipo de transformaciones i.e. 

Cabcd = Cabcd- 
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Simetrfas del espacio-tiempo 

Se define como isometria del espacio-tiempo (Ai, g), al mapeo tp : Ai — >■ Ai que deja g invariante, 
es decir, un difeomorfismo <p tal que {<p*g) a b = gab- Si el difeomorfismo es un grupo uniparame- 
trico de isometrias, (ptgab — gabr a l campo vectorial que genera este grupo es conocido como 
campo vectorial de Killing. Las orbitas de este grupo son las curvas integrates de Para que este 
campo vectorial transforme como una isometrla, es necesario que la derivada de Lie de la metrica 
con respecto a £"? sea cero, 

kSab = 0. (1.16) 

Ecuacion que se conoce como ecuacion de Killing. Para ver las propiedades de estos vectores de 
Killing consultese [215, apendice C]. 

Para caracterizar modelos cosmologicos, segun este criterio, basta con especificar los vectores de 
Killing que posea. 



1.2.2 Modelos Cosmologicos de Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker 



Podemos describir el espacio-tiempo de nuestro universo a cierta escala en la cual luce homogeneo 
e isotropico espacialmente mediante la metrica de Robertson- Walker | RW} . En esta geometria la 



materia se mueve sobre curvas geodesicas irrotacionales y libres de corte {to a b — = c fl ;,) con una 
velocidad tangente u a , que define una variable temporal canonica u a — —t, a . Ademas, las geome- 
trias de RW tienen un tensor de Weyl igual a cero, C„j, C( j = 0, i.e. todos los efectos no-locales como 
ondas gravitacionales y fuerzas de marea estan ausentes. El que este tensor sea nulo nos indica 
que las geometrfas RW son conformalmente planas. La homogeneidad y la isotropfa se pueden 
definir ahora de una manera precisa usando los campos vectoriales de Killing y el concepto de 
isometrias. Un espacio-tiempo es espacialmente homogeneo si existe una familia uniparametrica 
de hipersuperficies Ef que folian el espacio-tiempo tal que para cada t y para cualquier par de 
puntos p, q 6 Ef existe una isometria de la metrica g a ^ que lleva p a q; por otra parte, se dice que 
el espacio-tiempo es isotropico, si en cada punto existe una congruencia de curvas temporaloides 
u observadores con tangentes u a que llenen el espacio-tiempo, que satisfacen que, dado cualquier 
punto p y dos vectores tangenetes unitarios s? y en p ortogonales a u a , existe una isometria de 
g a l, que deja a p y u a en p fijos, pero que rota s", s£ |215|. 

El verificar que este modelo (u otros modelos) se ajuste al Universo real es tarea de la Cosmologla 
Observacional (cf. %\A\. 
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Cinematica: Geometria de Robertson-Walker 



La metrica de Robertson-Walker es la expresion mas general de la metrica para un espacio-tiempo 
tetradimensional que esta foliado por subespacios tridimensionales espaciales (i.e. t — constan- 
te) Lf, maximamente simetricos, es decir, todas las propiedades geometricas del subespacio tri- 
dimensional son iguales en todos las locaciones espaciales y que esas propiedades geometricas 
no privilegian direccion alguna en el espacio, en otras palabras homogeneidad e isotropfa. A la 
variable de foliacion t se le llamara tiempo cosmologico. La homogeneidad e isotropfa en el espacio 
tridimensional permite definir un conjunto (infinito) de observadores preferenciales comoviles (i.e. 
con x 1 = constante), que ven el Universo de manera homogenea e isotropica 11 . Entonces, usando 
las coordenadas de estos observadores (t,x l ) podemos escribir: 

ds 2 = g K p dx a dxP = goo dt 2 + "l_g^df^f— jijdx'dx', 

donde el segundo termino es cancelado por isotropfa, ya que si fuera g i0 =/= se podrfa definir un 
vector Vj = g i que privilegiarfa una direccion. Si usamos el tiempo propio de los observadores 
preferenciales para etiquetar las hipersuperficies, tendremos goo = L ds 2 = —dt 2 + dl 2 . Al ser el 
espacio-tiempo homogeneo e isotropico, la curvatura del 3-espacio, R ^ no puede depender 12 

(3) 

de las derivadas de la 3-metrica 7^, entonces R ^ = Cj{jik7ji — lulkj) Y su escalar de curvatura 
es 3l^> = 6q, q debe de ser una constante para cumplir con la suposicion de homogeneidad. La 
metrica mas general que cumple con un Universo homogeneo e isotropico en cada instante del 
tiempo es entonces: 



, u a =5l (1.17) 

y esta escrita en termino de dos parametros cosmologicos, uno que describe la curvatura espacial 
del Universo (K) y el segundo la expansion o contraccion del Universo (S(f)), conocido como factor 
de escala. Por ultimo, el vector tangente a las lfneas de mundo u a = dx a / dt representa la historia 
de los observadores fundamentales. 

Podemos escalar la coordenada radial, r, de tal manera que la constante de curvatura espacial 
K, solo tome los valores +1, — 1 y 0, correspondiendo a geometrfas cerradas, abiertas y planas, 
respectivamente. Tomando este escalamiento de r es posible expresar la metrica como 



ds 1 



-dt 2 + S 2 {t) 



dr 1 
1-Kr 2 



■ r 2 (d6 2 + sen 2 6d<p : 



ds 2 



-dt 1 



+ S 2 (t) \d X 2 + fl(x) (dO 2 + sen 2 edf) 



(1.18) 



donde la funcion fk{x) es 



n Usando la ecuacion geodesica, u a V a u h = 0, se puede ver que estos observadores son inerciales, ya que se mueven 
sobre curvas geodesicas. 

12 Si dependiera de las derivadas de la metrica significaria que podriamos elegir un vector privilegiado en la hipersu- 
perficie espacial rompiendo asi la isotropia. 
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{senx, K — +1 
X, K = (1.19) 

senh^, K = —1 

La tasa de expansion en cada tiempo t esta caracterizado por el pardmetro de Hubble H(t) = S/ S, 
donde {} = d/dt{} representa derivadas respecto a t, el tiempo cosmologico. 

Las dimensiones en la metrica estan contenidas en el factor de escala (que depende de t), ya que la 
r y el "angulo" x son adimensionales. Tambien es posible tener un factor de escala adimensional 
mediante a(t) = S(t)/ So donde So = S(fo), es S en la epoca actual, to = hoy; a(t) determina 
las distancias ffsicas entre dos puntos 13 l(t), a un tiempo t, en terminos de las distancias comovi- 
les lo (estas ultimas no cambian en el tiempo, recuerde que los observadores fundamentales son 
comoviles, i,e. sus coordenadas x 1 estan fijas) 



l(t) = l a(t). 



(1.20) 



Con esta nueva definicion del factor de escala, el parametro de Hubble es ahora H(t) = a/a. 
En un universo homogeneo e isotropico, el parametro de Hubble define las unica escala espacial 
significativa: el radio de Hubble , th = cH -1 . El radio de Hubble representa la distancia a la cual 
la velocidad de recesion de una galaxia es igual a la velocidad de la luz 14 . Para facto res de escala 

que van como a(t) <x fP, el radio de Hubble es rn °< — , i.e. el radio de Hubble crece linealmente 

con el tiempo. 

Otra manera de expresar esta metrica se logra escalando la coordenada temporal mediante 

dt 



drj = 



a(t)' 



(1.21) 



donde a tj se le conoce como tiempo conforme, quedando, 



ds l 



a l {r\) -dt] z + d X l +fi(x) ^ + sen 2 9d<p 



(1.22) 



Por ultimo, es posible reescribir la metrica en terminos del factor de escala, a o del redshift, z = 
(«o/ a) — 1 como la coordenada temporal, esta forma mostrara claramente que el unico contenido 
dinamico esta en el parametro de Hubble H: 



* 2 - h el")' 



a z dx 2 



(1 



H- 2 (z)dz 2 -dx 2 



(1.23) 



13 En la literatura tambien se les llama distancias propias, aunque este uso no siempre es consistente lo cual ha llevado a 
confusiones con el paso del tiempo |42 [. 

14 E1 radio de Hubble esta muy relacionado con el (cf. f ]l,4| para una definicion) horizonte de partkulas para ciertas epocas 
del universo, pero conceptualmente son muy diferentes, por lo que es muy importante no confundirlos; para una excelente 
discusion de esta y otras confusiones ver |42|. 
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Dinamica: Universos de Friedmann-Lemaitre 



Una vez que se ha especificado la geometria del espacio-tiempo usando la metrica de Robertson- 
Walker I RW I, es util describir su dinamica mediante las ECE. Para hacerlo es necesario conocer el 
contenido de materia-energfa descrito -a la escala determinada por la validez de la metrica RW- 
mediante el tensor de energla-momento T a ^. 



Debido a la isotropfa local el tensor de energfa momento, T fl j,, expresado como 1 1.5 1, toma necesa- 
riamente la forma de un fluido perfecto (i.e. n a i = = q a ) relativa a las lfneas de mundo de los 
observadores fundamentales, es decir el fluido es comovil con la expansion del universo, 



Tab = + P)u a U h + pgab, 



(1.24) 



la densidad de energfa, p y la presion, p son los eigenvalores temporaloides y espacialoides de T fl ^. 
Para encontrar las ecuaciones dinamicas de este modelo cosmologico es necesario calcular G a j, y 
T a fc y luego sustituirlos en las ECE 15 . 

Una de las muchas maneras de encontrar las expresiones buscadas es empezar por el calculo de 



los sfmbolos de Christoffel li.C I, que para la metrica de RW 1 1.17l, tienen la siguiente forma 



15 Para este modelo es posible obtener las ecuaciones de evolucion sin tener que pasar por todo el tedioso procedimiento 
de calcular g„i, — > T" bc — > R„(, — > H — > G„(,. Para lograrlo, primero, utilizando las identidades de Bianchi [1.3) , VjT 11 '' = 0, 



obtenemos, 



Ahora, usando las propiedades cineticas |l .2. 1 | podremos escribir la ecuacion de Raychaudhuri jl,10( en la metrica de RW. 
Primero, sacando la traza de las ECE llegamos a 

■R = 4A - 8ttGT (1.25) 

donde T es la traza de T a f,. Sustituyendo en la ECE, 



Kb = 8/j-G 



1 ( „ A 



T '"'"2 1 T+ 4^g)^ 



(1.26) 



en particular, para el fluido perfecto jl.24) , tenemos T = 3p — p y si multiplicamos la ecuacion anterior por u"u , 

R ab u"u b = 4/rG(p + 3p) - A. (1.27) 

Sustituyendo esto en la ecuacion de Raychaudhuri; y notando que en las metricas RW, u ;, = w ab = 0, por lo tanto, la 
ecuacion de Raychaudhuri ahora es, 

0+ ^0 2 = -4nG(p + 3p) + A (1.28) 
Sustituyendo jl.ll) , obtenemos que la ecuacion de Raychaudhuri para metricas RW (cf. |1.39[ es 

Por ultimo, calculando la primera integral de estas dos ultimas ecuaciones obtenemos la ecuacion controla la evolucion 
del universo: la ecuacion de Friedmann (cf. |1.38a) 

8ttG A K 
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= 3 ia 


rt 


1 ee 


= r 2 aa 


1 <P<P 


T r 
rr 


kr 
1-Kr 2 


1 88 


1 Br 


_ 1 _ r <P 
~ r ~ M 


1 <P<P 


1 <P<P 


= — sen 8 cos 8 


r <p 

l <p8 



a a 



r 2 sen 2 8 aa 



-(1 - Xr 2 )rsen 2 ( 

cos 8 
send 



(1.31) 



El siguiente paso es calcular el tensor de Ricci, R a f,, al sustituir 1 1.31} en la formula | |1.2} se llega a 



R/ = 3-, Rf = Sf 
a 1 1 



+ 2 



K 



(1.32) 



Contrayendo el tensor de Ricci con la metrica, obtenemos el escalar de Ricci, % 



3? = g ab R ab . 



(1.33) 



Sustituyendo los valores encontrados en las secciones anteriores, 



51 = 6 



K 

^2 



(1.34) 



Como ultimo paso para completar el lado izquierdo de las ECE, calculamos el tensor de Einstein 
G fl £,, definido por 



G h a = R h a - -g b a X 



(1.35) 



haciendo las sustituciones adecuadas, se obtiene 



+ 



K 



a a 



a \a 



K 
7a 



Por el lado de la materia, T fl j, tiene la forma ( 1.24} en estas coordenadas, 

V = -p, 



(1.36) 



(1.37a) 
(1.37b) 



Entonces las ecuaciones de Einstein son 
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a\ 2 8ttG A K 



P + -S---2, (1.38a) 



3 3 a 2 



2 ^G) 2 =-( 8 ^ + ^- A )- ^ 

Podemos observar que estas ecuaciones pueden ser unidas en una sola si las restamos, 

a AlTiG , „ . A ,„ „„. 

- = - — (P + 3 P) + -. (1.39) 



El sistema de ecuaciones 1 1.38) esta subdeterminado, ya que en realidad es una sola ecuacion 1 1.39) 



y posee tres incognitas: (a(t),p,p). Para resolver este modelo cosmologico es necesario encontrar 



dos ecuaciones mas, la primera puede ser obtenida utilizando la identidad de Bianchi 1 1.3 1 en el 
tensor de energia-momento, V|,T flfc = 0, 

p + ^{p + p)=Q. (1.40) 

Esta ecuacion controla la densidad de la materia mientras el universo se esta expandiendo. La 
ultima ecuacion necesaria se obtiene suponiendo que la presion p cumple con una ecuacion de 
estado, p = p(p). 



La existencia y unicidad de la solucion {a(t),p(t)} del conjunto de ecuaciones (1.38 1 queda esta- 
blecida si se da una ecuacion de estado que describa el contenido de materia (para uno o varios 
componentes) del universo y un conjunto adecuado de condiciones iniciales. Las condiciones ini- 
ciales se pueden dar a un tiempo arbitrario, pero generalmente se dan en el tiempo actual, (q: 

■ La constante de Hubble, i.e. el parametro de Hubble al tiempo actual, Ho = (a/a)o; 

■ Un parametro de densidad adimensional para cada una de los tipos de materia, Q;o = Kp/o / 3Hq; 

■ Si A 7^ 0, n^o = A/3Hg o el parametro de desaceleracion (adimensional) := — (S/fl)o H^ 2 . 

Los modelos cosmologicos que tienen una geometria caracterizada por la geometria de Robertson- 
Walker y con una evolucion gobernada por las ecuaciones 1 1.40 1, 1 1.38b) y [ 1.38a) son llamados 

universos de Friedmann-Lemaitre (FL). 



Addendum: Ecuaciones en tiempo conforme En este trabajo de tesis estaremos usando el tiempo 
conforme t], ademas del tiempo cosmologico t. La relacion entre estas dos coordenadas temporales 
esta dada mediante 
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En esta sub-seccion expresaremos las ecuaciones mas importantes presentadas hasta ahora en estas 
nuevas coordenadas. Notese que para cualquier funci6n/(£) se cumple 



f(t) 



fin) 

fin) n m 

a 2 (tj) a 2 {t])' 



donde {}' = d/drj{} indica derivada respecto al tiempo conforme. Estas relaciones nos permi- 
ten convertir ecuaciones del tiempo cosmologico al conforme. En particular, definimos D-C(?y) = 
a'{rj)/a{rj) = aH , como el parametro de Hubble comovil. 



La ecuacion de Friedmann ( 1.38a| , la de aceleracion 1 1.38b I y la ecuacion de conservation < 1.40) en 
la metrica RW conforme ( 1.22} , son respectivamente: 



"K 1 



8ttG 2 a 2 A r . 



TK' + 'K 1 =2 a — - (j\ = - (8nGa 2 p - a 1 A + K) 
ff + 3J£(p + p) =0, 

la ecuacion auxiliar 1 1.39) es 



/ AluGo 2 . „ . a 2 A 
H = — (p + 3p) + — . 



(1.41a) 

(1.41b) 
(1.41c) 



(1.42) 



Comportamiento de la materia en Universos de Friedmann-Lemaitre 



La densidad total de materia O m0 en el presente, esta dada por la suma de las densidades de los 
diferentes tipos de materia O )0/ que suponemos existen, 

Cl m0 = fl ma to + ^radO = ^B0 + ^DMO + + ^1/0/ (1-43) 



donde Cl ma t incluye la materia no relativista (el subfndice B indica la materia barionica y el subfn- 
dice DM representa a la materia oscura), y rad representa a la materia ultra-relativista o radiacion 
(los sub indices 7 y v indican fotones y neutrinos respectivamente). 

El parametro de densidad total Og es la suma de la densidad total de materia y la densidad de 
energia total de la constante cosmologica 
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n — n m0 + C^DEO- 
Usando estas variables, la ecuacion de Friedmann [ 1,38a) se expresa como 

K 



(1.44) 



DE 



1 



a 2 H 2 ' 



(1.45) 



Otra forma muy util de expresar la ecuacion de Friedmann, es en funcion de las densidades actua- 
tes, 



H(a) = H n DEO + n maf ofl~ +Cl radQ a~ -(Oo-l)fl~ 
Se supondra regularmente que las ecuaciones de estado tienen la forma 



(1.46) 



(7 " 



(1.47) 



donde 7 es una constante. Desde un punto de vista flsico los casos mas interesantes son 7 = 1 
(polvo), 7=| (radiacion), 7 = (e.g. campo escalar dominado por el termino del potencial o una 
constante cosmologica) y algunas veces 7 = 2 (fluido duro, e.g. , un campo escalar dominado por 
el termino cinetico [147, 214J), entonces el valor de 7 esta en el rango dado por 

< 7 < 2. 



Usando la ecuacion de conservacion 1 1.40) y la ecuacion de estado barotropica (1.47l, es posible 
obtener la evolucion de la densidad de energla 



Pit) 



a 3 ?' 



(1.48) 



La materia no relativista (materia barionica y materia oscura) es considerada en estos modelos 
como "polvo", con una presion igual a cero, p — 0, por lo que su densidad de energla varia como 
p m ex. a -3 . La radiacion por su parte tiene la ecuacion de estado p = p/3, por lo que su densidad 
de energla decae como 16 p a a -4 . Estos resultados se pueden interpretar de manera intuitiva de la 
siguiente manera: para partlculas no relativistas, su energla es igual a su masa en reposo, la cual 
permanece constante en el tiempo. La densidad de energla de muchas partlculas no relativistas es 
igual a su masa multiplicada por su densidad de numero, el cual varia inversamente proporcional 
al volumen (a 3 ), i.e. p m ex a -3 ; por su parte, los fotones tienen una energla igual a Ej = kgT y su 
longitud de onda se expresa como A 7 = hc/kgT. En tiempos anteriores, la longitud de onda del 



foton era menor, ya que el factor de escala a(t) era menor (ver 1.20 1, y debido a que la energla del 
foton es inversamente proporcional a su longitud de onda, obtenemos que su energla debio de 
ser mayor en tiempos pasados por un factor de 1/ a(t) comparada con la energla actual. Usando 
ambas relaciones obtenemos que la temperatura de un foton en funcion del tiempo es 

16 Este resultado tambien se puede obtener usando la ecuacion geodesica para partlculas sin masa 
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Tipo de Energia 


a(t) 


a(rj) 


p 


Radiacion 




i 


a-* 


Polvo 


t 2/3 


9 




A 


£ Ht 


-mr 1 


constante 



Tabla 1.1: Resumen sobre comportamientos del factor de escala en tiempo cosmico y tiempo conforme dependiendo de la 
epoca dominante (primera columna) y la evolution de la densidad de energia respecto al factor de escala 



T(t) 



a(t) 



(1.49) 



Al considerar un plasma, su densidad de energia se puede expresar como su densidad de numero 
(que varla como a -3 ) multiplicada por su temperatura (cuya dependencia temporal esta dada por 

se muestra 



1.49 i. Este ultimo factor nos da un termino extra de a 1 i.e. p ra< x <x a 4 . En la tabla 



1.1 



un resumen de lo tratado en esta seccion (agregando el caso de constante cosmologica). 



Addendum: Ecuaciones en tiempo conforme El comportamiento del factor de escala en el tiempo 
conforme se puede calcular de manera analoga al caso del tiempo cosmologico, resultando en 
a(r\) = Crj 1 ^ 3 " t ~ 2 \ siendo C una constante de integracion (ver la tercera columna de la tabla 1.1 1. 



Singularidad inicial en Universos de Friedmann-Lemaitre 



De la ecuacion 1 1.39} es posible definir una especie de masa gravitacional activa de la materia a 
Hgrav = p + 3p 1 67]. Para materia ordinaria, esta cantidad es positiva ya que satisface la condicion 
fuerte de energia 1 215 . pags. 218-219]. La materia ordinaria entonces desacelera la expansion del 
universo (a < 0). Una constante cosmologica positiva causa una expansion acelerada (a > 0). La 
evolucion final del universo dependera de cual de las dos tendencias es la dominante. Se puede 
observar de 1 1.39 i que si A < y (p + 3p) > para todo tiempo t y dado que en la actualidad 
«0 > (por definicion) y Ho > (ya que observamos redshifts y no blueshifts) entonces de 1 1.39} 
a < 0, por lo tanto, existe un tiempo finito f* < fo ta l q ue a (t) mientras que t — > f* 1 1.39 i; y 
+ p = +oo 1 1.40 1. Es decir el Universo "inicio" en una singularidad Il66ll215ll218ll . 



lim 



t-w 



La conclusion de que necesariamente hubo un Big-Bang, pudiera ser evitada con ayuda de una cons- 
tante cosmologica positiva (A > 0), pero debido a que sabemos que el universo se ha expandido 
por lo menos en un radio de 11 (ya que vemos objetos con un redshift de 10). De la ecuacion de 
Friedmann (1.38a I se ve que A tuvo que haber tenido una magnitud de por lo menos ll 3 veces 
la densidad de la materia actual para dominar en esa epoca o tiempos anteriores, y evitar asf la 
singularidad, pero esto contradiria el valor dado por las observaciones actuales 159. 1671 . 
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Es de recalcar que, con esta conclusion, el universo alcanzo temperaturas (o equivalentemente 
energfas) del orden de la temperatura de Planck (Tp; aBC jt = J ^ ps 10 32 K ~ 10 19 GeV) en las 
cuales la teoria General de la Relatividad deja de ser valida, ya que esperamos que los efectos 
cuanticos se vuelvan dominantes a esta escala. 



Comportamiento Futuro de los Universos de Friedmann-Lemaitre 



Como vimos en la seccion anterior, de acuerdo con la teoria de Relatividad, los modelos cosmolo- 
gicos de FLRW, con las condiciones apropiadas inician en una singularidad. En esta seccion dividi- 
remos el comportamiento posterior a la singularidad inicial dependiendo de la materia dominante 
y del valor de A. Primero, tomando en cuenta solamente el valor de A tenemos, 



A = 0. El Universo inicia en una singularidad, su futuro depende de la curvatura espacial K 
o del parametro de densidad do El Universo se expandera por siempre siK = 0<=>n = lo 
K < <=> O < 1, pero recolapsa en una singularidad (Big-Crunch) si K > fio > 1. De este 
comportamiento, descubrimos que para universos FL con A = 0, CIq = 1 corresponde a la 
densidad crttica que separa a los modelos que se expanden por siempre de los que recolapsan 
en el futuro: Ci critica = 1 <=> Kp critica = 3H% (ver 1.45 \, n = po/Pcritica- 



A < 0. Todas las soluciones inician en singularidad y recolapsan. 

A>0. SiX = 0oK = —1 todas las soluciones inician en una singularidad y se expanden 
eternamente. Si K = +1 existen modelos que inician en una singularidad y se expanden 
por siempre o colapsan en una singularidad futura, pero en esta situacion existen tambien 
soluciones estaticas (e.g. Universo estatico de Einstein), y soluciones en las cuales hay un 
"rebote": colapsan desde infinito, llegan a un radio mmimo y se expanden de nuevo (i.e. , no 
tienen singularidad inicial). 



Soluciones Basicas de los Universos de Friedmann-Lemaitre 



Estableceremos una clasificacion de todas las soluciones de los universos FL suponiendo que uni- 
camente existe un componente de materia y/o constante cosmologica. Esta clasificacion sigue la 
clasificacion usada en 1 184 [, para una clasificacion mas general incluyendo universos que no son 
FL vease Il78l 12141. 

■ MODELOS Estaticos Los modelos estaticos fueron las primeras soluciones cosmologicas 
estudiadas y fueron propuestas por A. Einstein (1917). Es el unico caso en el cual se deben 
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de usar ambas ecuaciones < 1.38) , en lugar de una sola de ellas. En ellas se pide que a{t) — 0, 
lo cual implica que 



-~ — A — 4nGp. 



Se pude ver inmediatamente ( 1.40 1 que p es constante. Para tener un modelo realista es ne- 
cesario que p > 0, por lo que K — +1. Los universos con estas caracterfsticas son conocidos 
bajo el nombre de Universos de Einstein. Estos universos, como demostro Eddington poco 
despues, son inestables ante pequenas perturbaciones de p. Existen otras dos maneras de 
obtener un universo estatico: (a) Sin constante cosmologica, i.e. , A = 0, la unica manera 
de obtener un universo estatico es mediante presion negativa p = —p/3, de nuevo se tiene 
K = +1; y (b) A = K — p = 0, a — cualquier constante, esto es (luego de una transformation 
que absorba la constante a) el espacio-tiempo de Minkowski, M 4 . 

MODELOS VACIOS Son los universos en los cuales p = A = 0. Estos modelos no tienen mu- 
cho significado ffsico ya que son equivalentes a que la gravedad este "apagada", i.e. G = 0. 
El espacio-tiempo de estos modelos sin materia es M 4 , sus diferencias se daran por la cine- 
matica de las partlculas de prueba en ellos (el substratum en [184, pag. 358]). En el apartado 
anterior se menciono uno de los dos modelos existentes: espacio-tiempo de Minkowski esca- 
lado. El otro es el modelo de Milne, descrito a continuacion. 

• Modelo de Milne. Este modelo representa un universo piano, (R a uf = i.e. un espacio- 
tiempo de Minkowski, M 4 ), visto por un conjunto uniforme de observ adores en expan- 
sion 17 en todas las direcciones y con todas las velocidades posibles desde un punto 



singular en t = 111841 pags. 360-363]. Su expansion es lineal 

a(t) = Ct, (1.50) 

y su edad es To = j^. El tiempo propio T de los observadores comoviles, sirve para 
foliar el espacio-tiempo en hipersuperficies espaciales de curvatura negativa constante 

(1/T 2 ). 

Obviamente, en este modelo el "Big-Bang" es en realidad un evento puntual dentro de 
o incluido en el del espacio-tiempo. Este modelo puede ser una buena aproximacion del 
futuro lejano del universo si K < y A = 0. 

MODELOS CON materia Son aquellos modelos en los cuales p ^ 0. 

• Modelo con radiacion. En este modelo, un universo piano se supone lleno de radiacion 
unicamente (p = 1 / 3p, A — K = 0). El factor de escala evoluciona de manera 

a(t) = Ct 1/2 . (1.51) 

Con una edad en ao de to = ■ Este es un buen modelo para describir lo que se conoce 
como etapa dominada por radiacion. 
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El por que se estan expandiendo y por que lo hacen desde un evento unico no es especificado en el modelo. 
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Modelos con "polvo". El primer caso interesante es el conocido como Universo de Einstein- 
de Sitter cuya composicion esp = A = K = 0=> CIq = 1. La condicion p = indica que 
esta formado por materia no relativista. El factor de escala, 

a{t) = Ct 2/3 . (1.52) 

Su edad, cuando H(f) = Ho es de To = g- 2 ^. Es un buen modelo cuando la radiacion ha 
dejado de ser dominante y antes de que la constante cosmologica domine. Tambien es 
un buen modelo del comportamiento futuro del universo si los datos observacionales 
apuntaran a K = A = 0. 

Existen modelos con polvo con valores de K ^ y A = 0. El caso con K = —1 fue 
durante mucho tiempo el considerado como el modelo correcto del universo actual. Su 
edad es llTMl 



T = C 



mat 



X + X 2 ) - senh^ 1 VX 



x - ■<«) 



c 



mat 



Para tiempos muy grandes a(t) <x t y se puede aproximar por un universo o modelo 
de Milne (cf. arriba). El caso con K = +1 es cfclico (en el sentido de que inicia en una 
singularidad y acaba en una singularidad futura) y si se define la masa total de un 
universo de este tipo mediante el producto de la densidad, p, y el volumen a un tiempo 
t, 27r 2 a 3 (£), tenemos M := 2n 2 a 3 p = 3nC mtt t /4G. Esta caracterlstica impone una fuerte 
constriccion ya que una masa finita M implica K = +1, determina C ma t y la historia 
entera de este espacio-tiempo. En este sentido es el modelo mas Machiano de la lista, 
ya que la masa determina completamente y de manera unica al espacio-tiempo[184|. 
Estos modelos poseen ademas de un horizonte de partfculas, un horizonte de eventos 
(definido en la pagina[32|. 

Modelos de de Sitter. En estos modelos tienen A > pero vacios de cualquier otra materia. 
El espacio-tiempo de estos modelos es el espacio-tiempo de de Sitter dS^. Existen tres 18 
modelos o metricas diferentes \9\. 184 [ dependiendo de como se elija la foliacion del 
espacio-tiempo en hipersuperficies de curvatura constante positiva. La diferencia entre 
estos modelos radica una vez mas en el movimiento de las partfculas de prueba. 
Para obtener los tres diferentes modelos debemos reescribir la ecuacion 1 1.38a) con p — 

a 2 - Lo 2 a 2 = -K 

donde to 2 — — . Esta ecuacion tiene para los distintos valores de k las siguientes solucio- 
nes 



18 Cuatro metricas diferentes si se toma en cuenta la metrica estatica (que no es del tipo RW) que fue la descubierta por 
W. de Sitter 167111831 ■ 
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cosha;f, K — +1 
a(t) = <( e wt , K = 

senh cot, K = — 1 

El caso con A > 0, K = 0, se conoce como Universo de de Sitter. Como se acaba de 
mostrar este modelo tiene una expansion exponencial, 

a(t) = Ce Ht , (1.53) 

donde C y H son constantes. El parametro de Hubble es H = A/ 3. Como la tasa de 
expansion es constante no tiene initio (i.e. no tiene singularidad initial para ningun 
t finito) su edad es infinita. Es un buen modelo del universo en el futuro si A > 
(se puede entender observando la ecuacion 1 1.38a} ya que para tiempo muy grandes 



el termino que contiene A dominara sobre los demas). Tambien puede ser entendido 
como una solution con A = y conteniendo materia que tiene una ecuacion de estado 
p — —p, modelando asf un periodo inflacionario muy temprano. Tambien es el caso 
limite de todos los universos de FL con A > que se expandan indefinidamente. 
El modelo con K — — 1 inicia en una aparente singularidad, pero se puede demostrar 
que esta es una singularidad coordenada (cf . ver parrafo siguiente), es el analogo en dS 4 
del universo de Milne, pero aquf las partfculas estan acelerando debido a la constante 
cosmologica. El caso con K = +1 colapsa desde infinito a un tamaflo mfnimo distinto 
de cero y luego vuelve a expandirse. 

El espacio-tiempo de de Sitter es invariante ante transformaciones de Lorentz (esto 
se puede ver ya que es posible encajar la metrica este espacio-tiempo como un hiper- 
hiperboloide ||85j 11841 en el espacio-tiempo de Minkowski de 5 dimensiones, M 5 , las 
transformaciones de Lorentz dejan invariante al hiper-hiperboloide) siendo asi un espacio- 
tiempo maximamente simetrico. A partir de esto se puede demostrar que las diferentes 
foliaciones del hiper-hiperboloide pueden ser transformadas una a la otra mediante 
combinaciones de rotaciones y transformaciones de Lorentz |184|. 

• Modelo de anti-de Sitter El modelo con A < es un espacio-tiempo de anti-de Sitter, 
AdS^. Este caso es analogo al universo de Milne en AdS^ pero los observadores son 
frenados por la atr action de A. 

Es importante notar que ninguno de estos modelos describe por si solo al universo real. El universo 
real contiene una mezcla de diversos tipos de materia y su combination es la que guiara la evolu- 
tion del mismo, aunque existiran intervalos de tiempo o epocas en las cuales su comportamiento 
podra ser descrito aproximadamente por alguno de estos modelos. 
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1.3 Cosmologfa Estandar 



Se entiende como modelo estandar de cosmologfa o cosmologfa estandar a los modelos cosmolo- 



gicos que (a) satisfacen las dos suposiciones mencionadas al inicio de £1.2 (Relatividad General 
como teorfa correcta de la gravedad y Homogeneidad e Isotropfa a cierta escala), (b) tienen una 
estructura geometrica del tipo Robertson- Walker, (c) poseen una dinamica dada por las ecuaciones 



(1.38 1.40 1 con todas sus consecuencias (subsecciones de 1.2.2} , incluyendo la singularidad inicial 



111251 11581 11641 11901 . La cosmologfa estandar esta basada en el modelo estandar de partfculas, el 
cual ha sido probado como valido hasta energfas de T ~ 200 GeV mediante el Gran colisionador de 



Electrones-Positrones I LEP 



19 20 



Con estas suposiciones, la evolucion de un universo en la cosmologfa estandar esta caracterizado 
por tres epocas importantes: (a) Una epoca dominada por radiacion {p ra & 3> p m ) que ocurre a 
redshifts mayores que z ea m (Odm/ Flrad) ~ 10 4 - Para z > z e q, la densidad de energfa es dominada 
por materia relativfstica y el universo puede aproximarse mediante el modelo con radiacion (cf. 



pag. 15 '. La segunda fase ocurre para z <C z e q, en el cual es universo es dominado por materia, que 
en los casos mas sencillos se comporta como un modelo de Einstein-de Sitter; (c) Observaciones de 
supernovas indican que actualmente existe una dominacion de constante cosmologica sobre los 
otros tipos de materia. 

En cualquier epoca, la temperatura va como T <x a . Cuando la temperatura cae por abajo de 
T £3 10 3 K, los atomos empiezan a formarse y los fotones se desacoplan de la materia, es en este 



momento (z^ ec « 1100) cuando se forma la Superficie de Ultima Dispersion (LSS I, emitiendo el Fondo 



de Radiacion Cosmica ICBR 21 , la cual esta formada por fotones que han viajado sin dispersion 
desde entonces. El CBR tiene un espectro de cuerpo negro con una temperatura diferente de cero, 
este espectro de cuerpo negro es una consecuencia de que los fotones y la materia estuvieron en 
equilibrio termico en epocas anteriores al desacople (el equilibrio termico se mantenfa ya que los 
fotones y electrones interactuaban fuertemente mediante dispersiones de Thomson). 



1.3.1 Historia Termica del universo en la Cosmologfa Estandar 



La mayor parte de esta seccion esta basada en las siguiente lista de referencias bibliograficas |20, 
|521|1101|157U163| . Referencias mas puntuales se daran como citas a lo largo de la seccion. 



19 Se espera explorar energlas mas altas (7 TeV por particula o 574 TeV por nucleo) mas en el Gran Colisionador de Hadro- 
nes jLHC} el cual se espera que este en funcionamiento en Septiembre del 2009. Para obtener mas informacion se puede 



visitar la pagina web localizad a en|http : //lhc . web . cern . ch/lhc/| 

20 Consultese su pagina web|http : //delphiwww .cern. ch/of f llne/lepwgs . html|para mas informacion 



21 Tambien conocido como 



CMB 



encuentran en el rango de las microondas. 



pero hay que notar que solamente en la actualidad las frecuencias de esos fotones se 
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Preliminares. Supongamos una caja cubica de lado L, con condiciones de frontera periodicas. 
Los campos cuanticos se expandiran en ondas planas con numeros de onda k dados por fc, = 
ni(2n)/L con i = {x,y,z}. Asi, la densidad de estados en el espacio de fase para una particula con 
g grados de libertad internos (e.g. el espm) es 

dN = j2^ Vd3k ' (L54) 

Al numero g tambien se le conoce como factor de degeneration. Esta cantidad es extensiva (ya que 
es proporcional al volumen, V) y por lo tanto la densidad de numero dn sera independiente de V. 
De acuerdo con fisica estadistica el valor de expectation del numero de ocupacion de un estado de 
energia E ofuncion de distribution es 



donde kg es la constante de Boltzmann, y el signo a usar depende del tipo de particulas (+ co- 
rresponde a fermiones y el — a bosones); y. es el potential quimico, definido por el cambio de 
energia asociado con el cambio en el numero de particulas, como se puede apreciar de la relation 
termodinamica 

dE = TdS - PdV + udN. (1.56) 

Si las especies de particulas i tienen la distribution mostrada arriba para algun \i{ y T,, se dice 
que estan en equilibrio cinetico. Si todas las especies estan a la misma temperatura se dice que el 
sistema esta en equilibrio termico, este equilibrio requiere que las interacciones entre los constitu- 
yentes del sistema ocurran frecuentemente, si se cumple esto, podemos describir al universo como 
evolucionando a traves de una secuencia de estados en equilibrio termico y usar cantidades ter- 
modinamicas como la temperatura T, presion P, densidad de entropia s etc en cada tiempo t. Si el 
sistema esta en equilibrio qutmico, los potenciales quimicos de las diferentes especies de particulas 
estan relacionados de acuerdo a las formulas de reaction, e.g. i k + I, jij + Uj — u^ + U\, en- 

tonces, todos los potenciales quimicos pueden ser expresados en terminos de potenciales quimicos 
de cantidades conservadas, e.g. el potential quimico barionico, jig. 

En el equilibrio termico, N se estabilizara alrededor de su valor de equilibrio, por lo que espera- 
mos que haya muy pocos cambios en N, haciendo asi que ]i — 0. Esto se pude probar formalmente 
usando la definition de lafuncidn de energia libre de Helmholtz: F = E — TS. Esta cantidad es mi- 
nimizada en el estado de equilibrio de un sistema a temperatura y volumen constante. Dado que 
dF = -SdT - PdV + udN, tenemos que dF/dN = => yi = 0. 

La densidad de particulas en el espacio de fase es la densidad de estados multiplicada por el 
numero de ocupacion, 
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La densidad de partfculas en el espacio ordinario se obtiene integrando sobre el espacio de mo- 
mentos. 

Otras cantidades de interes son la densidad de energla y la presion 

P= (4f £(P)/(P)4 (L59a) 



P = 



(2nhy 



r ^ /(p)d3p - (L59b) 



Estas expresiones tienen dos lfmites muy importantes, el primero ocurre cuando T > m,yes co- 
nocido como el Hmite ultra-relativista, en el podemos aproximar E — p 2 + m 2 « p. En este lfmite 
tambien se tiene que T> \ por lo que ambas variables pueden ser despreciadas, obteniendo las 
siguientes formulas 

= g r i7zp 2 dp = f ^(VgT 3 , fermiones 
(27r?i)3./o ePA B T ±1 I ^(3)^, bosones 



7T" 

^2 



g f~ AnpHp J gfo^ T4 ' fermiones 
P {2nhf J e p/*.T ±1 bosoneS/ [m) 

q r°° inv^dv 1 

P = * / 3 / P = n, (1.60c) 

(2nh) 3 Jo eP /k e T ±l 3 F v ; 

donde £(3) = E^Li(l/" 3 ) = 1,20206 es la funcion zeta de Riemann y se uso el hecho de que las 
funciones de distribution solo dependen de p = |p|, d 3 p — > p 2 dpdCl. El otro lfmite es el conocido 
como no relativista, y esta dado por (a) T <C m, i.e. las energfas cineticas tfpicas estan muy por 
abajo de la masa m, por lo que podemos aproximar a la energfa por E = m + p 2 /2m; y (b) T 
m — ]i, condition que lleva a que el sistema este diluido, i.e. numeros de ocupacion <C 1. Ambas 
condiciones permiten hacer la aproximacion siguiente 

e (E-f,)/k B T ±lKJ e (E-^)/k B T 

lo cual hace que las diferencias entre bosones y fermiones desaparezcan (no sean importantes) en 
este lfmite, 

"=s(Sf V( "-" ,/T - < 161a > 

p = n(m + ^Tj, (1.61b) 
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P = nT < p. (1.61c) 

Las diferencias entre el caso ultra-relativista y el no relativista (una cafda exponencial) se debe 
principalmente a que las particulas y las antiparticulas se aniquilan unas a las otras, a temperaturas 
altas estas reacciones ocurren constantemente y son balanceadas por la produccion de pares, pero 
a bajas temperaturas la energia termica de las particulas en insuficiente para la produccion por 
pares. Para los casos intermedios (T ~ m) es necesario hacer las integrates numericamente. 

Otra cantidad de suma importancia es la entropia S(V, T), la entropia es introducida como una 
ecuacion central a la termodinamica mediante el diferencial 

dS(V, T) = 1 [d(p(T)V) + P(T)dV] , (1.62) 



Usando las ecuaciones 1 1 .59a I y 1 1 .59b I obtenemos, 



d -^ = ^(p(T)+P(T)) (1.63) 
e insertando esta relacion en 1 1.62} llegamos (salvo una constante de integracion) a 



S(V,T) = ^[p(T)+P(T)}. (1.64) 



Es posible obtener una relacion de conservation para la entropia. Reescribiendo 1 1.40 como a 3 dP / dT 



d/dt[a 3 (p + P)] , combinandola con 1 1.63 1 e identificando a V con a (f) llegamos a 



^(S)=0. (1.65) 
Si definimos la densidad de entropia s mediante s = S / V la conservation se escribe como 

^(fl 3 s)=0. (1.66) 

Para las especies relativistas tenemos 

7n \gT 3 fermiones 

(1.67) 




T 

el caso no relativista no es importante y no se escribira aqui, ya que la entropia de la radiation es 
abrumadoramente mayor que la entropia de las especies no relativistas. 

La entropia que se produce durante los diferentes procesos que ocurren en el universo es insignifi- 
cante comparada con la entropia total del universo, por lo que se dice que el universo es adiabdtico 
(cf. deduction arriba). 
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Condition de equilibrio termico. Si los constituyentes del universo tienen una densidad de nume- 
ro n, velocidades tipicas relativas V e interactuan mediante un proceso de dispersion que tiene una 
seccion efectiva de cruce 22 o~, la tasa de interaccion por particula T esta dada por T — = nav, 
donde ^f m p es la distancia lib re promedio 23 . La condicion que se dio arriba, para que se mantenga 
el equilibrio termico a traves de las interacciones es que su tasa de interacciones sea mucho mas 
grande que la tasa de expansion del universo: 



r » H. (1.68) 

La densidad de numero decrece, regularmente, con el tiempo a un mayor ritmo que el parametro 
de Hubble. Esto significa que en ciertas epocas algunas especies abandonaran el equilibrio termico. 
Su densidad de numero se "congelara" a cierto valor y solo cambiara al ser diluido por la expan- 
sion del universo. Este "congelamiento" es uno de los actores mas importantes en la evolucion del 
universo como veremos adelante ||20l 24 . 



Sopa primordial. La sopa primordial estaba compuesta por todas las diferentes especies de 
particulas elementales. La masa de estas especies cubren un amplio rango comprendido entre 
m ~ 175 GeV (quark top) hasta el foton m = 0. La expansion del universo esta gobernada por 
la densidad de energia total, p(T) = J2iPi{T), donde la i representa todas las especies en la so- 
pa primigenia. La densidad de energia de las particulas ultra-relativistas (a las cuales llamaremos 
genericamente "radiacion") es mayor que las de las especies no-relativistas, por lo que, en el uni- 
verso temprano (i.e. dominado por radicacion) es suficiente tomar en cuenta a la radiacion en el 
calculo, asi, la densidad de energia es 



y la densidad de entropia, 



P(T) = ^g*(T)T\ (1.69) 



S ( T ) = |^*( T ) T3 ' (1-70) 



donde g*(T) := E/=boso« es ^'( T // T ) 4 +gE/= / ermiones gj( T j/ T ) A Y gl ■= Li=bo S on es gi( T i/ T ) 3 + I 
I2j=fermiones gj{Tj/T) 3 ■ Las variables Tij son temperaturas especfficas de cada una de las espe- 
cies. Mientras todas las especies tengan la misma temperatura y sean relativistas (e.g. P ~ (l/3)p), 



(T) ~ gl (T). El extrafto factor de g se arrastra desde la ecuacion (1.60b i. La presion es en esta 
epocaP(T) =w (l/3)p(T). 



22 Cross-section en ingles. 
23 En ingles free-mean path 

24 Este argumento heuristico puede ser expuesto de una manera mas rigurosa usando la ecuacion de Boltzmann, la cual 
gobierna la abundancia de las especies de particulas en un universo que se expande, para esta demostracion cf. §9.2 de 
(1571. 
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lemperatura (GeV) 


especies 


g* 


~ 200 


todas presentes 


106.75 


~ 100 


transicion EW 


sin efecto 


< 170 


aniquilacion del quark t 


96.25 


< 80 


T*7"(- r-zC] tt(1 

W , Z u , H u 


86.25 


< 4 


quark b 


75.75 


< 1 


quark c, r~ 


61.75 


- 150 x 10~ 3 


transicion QCD 


17.25 (u,d,g-> n^ ) 


< 100 x 10~ 3 




10.75 (sobreviven e , v, j ) 


< 500 x 10" 6 


aniquilacion 


7.25 



Tabla 1.2: Historia de g*(T) 



A temperaturas mayores que la masa del quark top T > nit ~ 175 GeV todas las partlculas son re- 
lativistas, sumando los grados de libertad internos de las especies a esta epoca nos da g* — 106,75. 
La transicion Electro-debil |EW} ocurre aproximadamente a esta temperatura (Tew ~ 100 GeV) 
pero su discusion queda fuera de este trabajo de tesis. Poco despues de la transicion EW, el quark 
top esta aniquilandose, seguidos casi inmediatamente por el boson de Higgs y los bosones de nor- 
ma W , Z°. Para cuando la temperatura llega a T ~ 10 GeV. tenemos g t . = 86,25. Los siguientes 
en aniquilarse son los quarks b (bottom), c (charm) y luego el meson t, si el quark s (strange) tiene 
tiempo de aniquilarse llegaremos a g* = 51,25. A estas temperaturas T ~ 150 MeV ocurre la tran- 
sicion de confinamiento (o confinante) QCD, en la cual, los quarks pierden su libertad asintotica. Las 
fuerzas fuertes se vuelve importante y mediante una transicion de fase, desaparece asf el plasma 
de quarks-gluones para convertirse en un gas de hadrones. Esto se debe a que los quarks y gluones 
han formado sistemas de tres quarks llamados bariones y pares quarks-antiquark conocidos como 
mesones, Los bariones mas ligeros, el proton (p + ) y el neutron (n°) son conocidos con el nombre 
comun de nucleones. A excepcion de los piones, todas estas particulas dejan de ser relativistas a 
bajo de la temperatura de la transicion de QCD. Las unicas especies que quedan ultra-relativistas 
y en gran numero son: piones, muones, electrones (e~), neutrinos (v) y fotones (7), por lo que al 
final de esta epoca g* = 17,25. 



Desacople del neutrino. Los neutrinos solo son susceptibles a la fuerza debil. A temperaturas de 
1 MeV el neutrino se desacoplard, i.e. no podra mantenerse en equilibrio termico con el resto de las 
especies. Luego del desacople los neutrinos se moveran libremente practicamente sin interaccio- 
nes. 

La seccion eficaz de las interacciones debiles se puede estimar facilmente E01I157I y es proporcio- 
nal a a 2 s / m^, donde a es la constante de estructura fina (~ 1/137), s es la variable de Maldestam 
s — (pi + P2), y m w ~ 80 GeV es la masa del boson W . Para neutrinos y leptones cargados 
relativistas tenemos s ~ T 2 ya que s es proporcional al cuadrado de la energfa que a su vez es 
proporcional a T, ademas |v| = c = 1 y n ~ T 3 . Un proceso tfpico que mantiene el equilibrio 
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termico en esta epoca es v e + e + — > Vp + cuya tasa de interaction es 



cc 2 T 5 

r ew ~ —r- (1.71) 

m w 



Durante el universo temprano la ecuacion de Friedmann jl.38a| es H 2 = 2,76g*T 4 /m 2 lmck o 



T 2 

H = 1,66^ , (1.72) 

mpianck 

la razon entre las tasas es 

r a 2 m P/fl „ cfc T 3 

H ~ (L73) 
El desacople ocurrira cuando esta razon sea menor que la unidad, 

/ m 4 \ 1/3 

T vd ~ 2 W ~ 4MeV. (1.74) 

Una vez desacoplados los neutrinos, aunque ya no estaran en equilibrio termico con otras especies 
estaran en equilibrio cinetico 25 . Las particulas mantendran entonces la forma de una distribution 
termal, pero con su temperatura y potencial qufmico corridas al rojo por un factor oc a" 1 . Esto 
pareceria indicar que los neutrinos tambien seguiran en equilibrio termico, pero por esta epoca los 
electrones y positrones empiezan a aniquilarse (e + e~ — > 77) afectando asf el valor de g* (ya que 
la reaccion inversa 77 — > e + e~ ya no es posible). Debido a esta aniquilacion, debemos de empe- 
zar a distinguir a (T) de gl (T). La manera mas sencilla de ver este cambio en la temperatura 
de las especies respecto a la del neutrino es usando la conservation de la entropfa gl (T)« 3 T 3 = 
constante. Antes de la aniquilacion de e + e~ tenemos = gl = 2 + 3,5 + 5,25 = 10,75, luego 
de la aniquilacion se tiene gl = 2 + 5,25 (TV /T) 3 . Al reducirse el mimero de grados de libertad 
relativistas la densidad de energfa y entropfa se transfieren de los e + y e~ a los fotones, pero no 
a los neutrinos. Igualando el antes con el despues de la aniquilacion 10,75 = 2(T/T l ,) 3 + 5,25, de 
donde la temperatura de los neutrinos luego de la aniquilacion e + e~ sera 



25 Esto puede mostrarse como sigue, el momentum de un neutrino libre (y de cualquier otra particula) sufre un redshift 
mientras el universo se expande, pfe) = («i /Cz)p{h)- Al tiempo i\ el elemento en el espacio de fase d 3 pidVi contiene 

dN= jdw f{pl)d3pidVl 

Al tiempo dos, las mismas dN particulas estan en el elemento del espacio de fase d 3 p2dV2, ahora la funcion de distribu- 
tion en ?2 esta dada mediante 

g f , ] _ ^ 
(2nh) 3nF2 > d 3 p 2 dV 2 ' 

La relation entre la funcion de distribution a dos diferentes tiempos se puede obtener usando d 3 p 2 = ' a 2 )d 3 p\ y 
dV 2 = (a 2 /ai) 3 dVi, obteniendo 

= e (p 2 -;'2)AflT 2 ±1 ' 

donde }t 2 = (a\l a 2 )\i\ yT 2 = (hi /a 2 )Ti. Este analisis es valido para particulas relativistas, para particulas no-relativistas 
existe un resultado diferente. 
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4 \ 1/3 



Tv= \ii) T = ' 7UT - ( L75 ) 

Despues de esta aniquilacion, solo los fotones y los neutrinos (suponiendolos sin masa), permane- 
ceran relativistas. 



Nucleosintesis Esta etapa produce los elementos ligeros: 2 H(D), 3 He, 4 He y 7 Li al principio de 
la epoca dominada por radiacion, aproximadamente a temperaturas de T lls < 1 MeV, correspon- 
dientes a una edad del universo de aproximadamente t > 1 s 

La prediccion de abundancia de dichos elementos y su confirmacion por las observaciones es uno 
de los grandes logros del modelo estandar cosmologico. Esta prediccion es impresionante ya que 
relaciones de las abundancias respecto a la abundancia de H cubre varios ordenes de magnitud: 
4 He/H ~ 0,08 hasta 7 Li / H ~ 10~ 10 , asf esta prediccion y su confirmacion ponen cotas muy 
restrictivas a posibles desviaciones del modelo estandar cosmologico [71 [, ver iigura [P] Se reco- 
mienda al lector revisar la literatura |35.. 71, 76 [. 



Recombination 26 , Desacople y LSS No toda la materia fue eliminada a traves de la aniquilacion 
de partlculas/antipartlculas, por algun razon aun misteriosa existla un pequeno exceso de lo que 
ahora llamamos materia sobre la antimateria. Esto nos indica que jig, el potencial qufmico ba- 
rionico, es diferente de cero y positive Al ser los protones y neutrones los bariones mas ligeros, 
suponemos que la mayor parte de }i# se debe a los nucleones (ng = n„ + Hp). El universo es elec- 
tricamente neutro, por lo que el numero de electrones en el universo debe ser igual al numero de 
los protones(n e - = n p ). Con estas simples observaciones podemos continuar con los calculos de la 
evolucion del universo. 

Definamos un parametro tjgy, que es la razon entre bariones y fotones hoy 

*?B 7 := ~ ,. y (1-76) 

de las observaciones provenientes de nucleosfntesis, sabemos que ngj ~ 10 -9 . El numero bario- 
nico es conservado por lo que ng V = constante, entonces ng oc a -3 . Luego de la aniquilacion e + e~, 
n 7 cx a -3 tambien, entonces 

n B (T) = >lB 1 n 1 = n Bl 2 ^T 3 , T -C m e . (1.77) 



26 Este nombre, como muchas otros nombres en cosmologia, no es el adecuado, ya que el plasma siempre ha estado 
ionizado hasta este tiempo y por lo tanto es la primera vez que se combinan los electrones con los protones para formar 
nucleos neutros, i.e. es una combination no una recombination. El nombre se importa de procesos estelares en los cuales el 
proceso de ionizacion-desionizacion ocurre varias veces. 
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Fraction of critical density 



0.01 



0.02 



0.05 




1 2 5 

Baryon density (10~ 31 g cm -3 ) 

Figura 1.1: Constricciones sobre la densidad barionica de la Nucleosmtesis. Son mostradas las predicciones de cuatro 
elementos (de arriba a abajo): 4 He (verde), D (roja), 3 He (azul) y 7 Li (morada). Estas predicciones abarcan 10 ordenes 
de magnitud (ver texto). La banda solida son las mediciones de D primordial. Las cajas muestran obse ryaciones sobre 



las abundancias de elementos, notese que para el 3 He solo se conoce el Hmite superior. Figura tomada de Buries y otros 
1999\t35i 
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El uni verso contiene, en esta epoca (T ~ 10 keV — » 1 eV), un fondo relati vista de neutrinos y 
fotones ("radiacion") y electrones, protones y nucleos libres en forma no relativista ("materia"). 
Aunque dominado por la densidad de energia de la radiacion, debido a sus diferentes dependen- 
ces temporales (p ra ^ <x a~ 4 vs. p ma t « fl~ 3 ), la densidad de energfa de la radiacion a partir del 
tiempo t£Q sera menor que de la densidad de energfa de la materia 27 y el universo entrara en la 
epoca de domination de la materia. La evidencia observacional apunta a que hay mas materia que 
los bariones, llamada Materia oscura ( DM) que no hemos considerado en el analisis hasta este 



punto, pero la misma evidencia observacional indica que la DM interactua debilmente, por lo que 
no afectara los calculos hasta aquf desarrollados (aunque si afectara la formacion de la estructura 
cf. capftulo[2j, su efecto principal sera adelantar el dominio de la materia en el universo, y sera un 
ingrediente fundamental en la formacion de estructura. 

La radiacion y la materia permaneceran en equilibrio termodinamico mientras haya muchos elec- 
trones libres. El proceso que mantiene este equilibrio principalmente por la dispersion de Thomson 
(e~ + 7 — > e~ + 7) y la fotoionizacion/ recombinacion del hidrogeno (H + 7 p + + e~) 

La temperatura seguira disminuyendo y llegara a ser lo suficientemente baja para permitir que 
los electrones y nucleones formen nucleos neutros -e.g. el proceso de fotoionizacion del hidro- 
geno HI74 p + + e~ - ya no sera posible energeticamente). A este momenta se le conoce como 
recombination, provocando que la densidad de electrones libres decaiga rapidamente y a la vez pro- 
vocando que el camino libre promedio de los fotones se vuelva mayor que el tamano del horizonte. 
Cuando esto sucede el universo se vuelve transparente y se dice que los fotones se han desacopla- 
do. Estos fotones libres son los que forman el CBR y tienen una temperatura actualmente (en fo) 
de T(/q) = Tq = 2,725 K. Despues del desacople la temperatura de la materia caera mas rapido 
que la de los fotones, pero la formacion de estructura hara que la materia se caliente a diferentes 
temperaturas en diferentes lugares. 

La cosmologfa estandar, aunque predice el CBR, es incapaz de predecir el valor de T a t = ip. Es 
un parametro libre de la teorla y se usara Cl ra ^ <x T 4 en lugar de To en este trabajo de tesis 1147]. 

Para simplificar la discusion sobre la recombinacion, supondremos que todos los nucleos son en 
realidad protones. La densidad de numero de los protones libres sera n p , la de los electrones libres 
n e y la de los atomos de hidrogeno por «fj. La reaccion de recombinacion esp + +e~ — >■ H + 7, 
debido a que p 7 = 0, los potenciales quimicos estan relacionados mediante p v + u e = u H , usando 



estos datos en 1 1.61a I obtenemos la relacion 



n H = ^n p nJ m ^Y ,1 e^ (1.78) 



gpge \ InK-m-a 

donde B es la energia de enlace del hidrogeno, B := m v + m e — mn = 13,6 eV, g e = g p = 2, gn = 4. 
Fuera del exponencial, podemos ignorar las diferencias de masa entre el hidrogeno y el proton y 



27 E1 tiempo de equilibrio fgQ ocurre cuando la densidad de energfa de la radiacion y la densidad de energia de la materia 
son iguales, i.e. cuando p ra d = Pmat- 
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hacer m v ~ nifj, obtenemos la ecuacion de Saha 



n H _ ( m e k B T\ ^ /jtgT 



iTlfl 2 



3/2 

e u/KBL , (1.79) 



y definimos la ionization fraccionaria como 



X := v - — = — (1.80) 

n p + n H n e +n H 

de tal manera que en el momento cuando X = 1 el sistema esta completamente ionizado, cuando 
X = es completamente neutro. Usando esto en las ecuaciones 1 1.79} y 1 1.77) la ecuacion de Saha 
1 1.79) se puede reescribir como 



El factor 4£ (3) \J1/ n ~ 3,84. La ecuacion de Saha, es una ecuacion cuadratica de la forma A {?] Bl , T)x 2 
x — 1 = 0. Si definimos el tiempo de recombinacion t rec cuando X = 1/2, tendremos T rec = 
0,323 eV = 3740 K y esto sucedera a un redshift z rec = 1370. Durante este proceso el niimero de 
electrones cae rapidamente, la tasa de interaction de los fotones en funcion del redshift con los elec- 
tronesesr(z) = n e {z)a Thomson = X(z)(l + z) 3 n B>0 a Thomson/ donde (T Thomson = 8 na 3 /3m 2 . Usando 
datos observacionales sabemos que C1b,0 — 0,04, entonces T(z) = 4,4 x 10~ 21 s _1 X(z)(l + z) 3 . El 



universo se encuentra en esta etapa dominado por materia, por lo que usando 1 1 .46 1 



H(z) = H oV /fi m , (l+z) 3 (1.82) 

de nuevo usando las observaciones d m Q = 0,3, obteniendo H(z) = 1,24 x 10 _18 s _1 (l +z) 3 ^ 2 . 
El tiempo de desacople t# lo definiremos cuando T = H, obteniendo el redshift de z^ = 1130. 
Esta resultado arrastra errores que se introdujeron en la simplification que llevo a la ecuacion de 
Saha y ademas de estas se supone que la fotoionizacion del hidrogeno esta en equilibrio y esto 
obviamente no ocurre cuando T < H. Realizando el calculo sin hacer aproximaciones tan groseras 
se obtiene z d w 1100, T d w 3000 K. 

Por ultimo, definimos como tiempo de LSS tiss, cuando un foton promedio choca con su ultimo 
electron. Durante t — » t + dt la probabilidad de un choque de un foton con un electron es dP = 
T(t)dt, donde debido a la recombinacion T(t) es modificada por X(f), T(t) = w(/ , )x(f)cr^ omson , si 
observamos un foton al tiempo to, el niimero de colisiones que experimenta desde t es la llamada 

profundidad optica 28 

rt 



r(t) = J°T(t)dt (1.83) 



Cuando t = 1 es el tiempo del LSS. La tabla 1.3 resume los eventos recien comentados. 



8 Optical depth en ingles 
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Evento 


T 


z 


Transicion EW 


~ 100 GeV 




Transicion de fase QCD 


~ 150 MeV 




Desacople de los v 


~ 1 MeV 




Aniquilacion e e^ 


< m e ~ 0,5 MeV 




Nucleoslntesis 


~ 50 - 100 keV 




Igualdad Rad-Mat 


9730 K 


3570 


Recombinacion 


3740 K 


1370 


Desacople de los 7 


3000 K 


1100 


LSS 


3000 K 


1100 



Tabla 1.3: Eventos mas importantes del universo temprano. 



Epoca oscura Es el periodo comprendido desde el LSS hasta que las estrellas se formaron por 
atraccion gravitatoria y empezaron a brillar. El proceso de formacion de estrellas tiene un pico 
entre z = 2, z = 1. El proceso de formacion de estrellas y la flsica que ocurre dentro de la epoca 
oscura, queda fuera del estudio de esta tesis. 



1.4 Cosmologfa Observacional 

Los modelos cosmologicos, como todos los modelos estudiados por la fisica, deben de ser confron- 
tados por las observaciones o experimentos. En el caso de la cosmologia deben de confrontarse con 
las observaciones astronomicas. Las observaciones astronomicas pueden clasificarse en dos tipos, 
aquellas que nos muestran que esta pasando muy lejos de nosotros y debido a la velocidad finita 
de la luz, nos muestran lo que paso hace mucho tiempo (observaciones sobre el cono nulo) y aquellas 
observaciones de objetos cercanos (observaciones del tipo "geologico"), que cuando son relacionadas 
con teorfas acerca de los orfgenes nos aportan informacion sobre nuestra lihea de mundo pasada 
hace mucho tiempo (por ejemplo, la determinacion local de las abundancias de elementos, son 
relacionadas con los calculos de nucleoslntesis) l67| . 

Actualmente las observaciones son llevadas acabo usando gran parte del espectro electromagneti- 
co, lentes gravitacionales, conteos de fuentes, y por supuesto, las mediciones de alta precision del 
CBR. 

Los estudios de galaxias a nivel optico, ultravioleta e infrarrojo han detectado la existencia de ga- 
laxias (o proto-galaxias) a distancias de z ~ 10 (Hubble Space Telescope 29 , W. Keck Observatory 
en Hawaii 30 , European Southern Observatory en Chile 31 , etc. ), otras observaciones como biisque- 
das con radio, rayos X y de rayos gamma han identificado en las galaxias a QSOs y expulsores de 
rayos gamma, GRB 32 , por ultimo las tecnicas que involucran lentes gravitacionales han ayudado 

29 Pagina Web: http : / /hubble .nasa . gov/ 

30 Pagina Web: http : / /www . keckobservatory . org/ 
31 Pagina Web:|http : / /www . eso . org/public/| 
32 Del ingles textitGamma Ray-Bursters 
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a detectar galaxias gracias a las multiples imageries de si misma encontradas en las placas debido 
a la lente gravitacional entre nosotros y ellas). Las observaciones del CBR y sus resultados seran 
discutidos en el capftulo[2] 



Distancias en cosmologfa 

Debido a la importancia del campo electromagnetico para transmitir informacion hasta nosotros 
desde fuentes distantes (e.g. los fotones que recibimos del CBR) , escribiremos algunas ecuaciones 
utiles sobre la transmision de fotones sobre el fondo de RW. Los fotones viajan sobre geodesicas 
nulas (ds 2 = 0), x a (X) que tienen como vector nulo tangente k a = dx" I dX, siendo A el parametro 
afm de la geodesica. Los vectores tangentes de la geodesica cumplen con k". b k b = 0. Las simetrias 
de la geometria de RW nos permite concentrarnos en las geodesicas radiales. La distancia comovil 
D c , recorrida por el foton desde su emision al tiempo t = t em en r = r em hasta su deteccion en un 
tiempo t i, s , 

^ [tabs dt few dr MUs) da 

Dc = / ~r\ = , = / — ■ (1-84) 

Jt m a(t) Jo Vl - Kr 2 Ja(t em ) aa 

Para el caso K = esta integral es simplemente el tiempo conforme rj. 

Existen dos cantidades de interes observacional relacionadas con D c , la distancia luminosa, d^ y 
la distancia angular d&. Para definirlas es necesario revisar los conceptos deflujo y luminosidad. El 
flujo es la medida cuantitativa de energfa que pasa por unidad de tiempo por unidad de superficie, 
y luminosidad es la cantidad de energia recibida por unidad de tiempo. De las definiciones se 
ve que estas cantidades estan relacionadas: el flujo F de una fuente con luminosidad L, a una 
distancia d es F = L/4nd 2 . La distancia luminosa di es simplemente la adecuacion d — > di de 
esta definicion al caso de un universo expandiendose. Por otro lado, si un objeto tiene un tamano 
conocido / subtendiendo un angulo pequeno 6, la distancia angular a ese objeto esta definida por 
I = 6dj{. Para el caso K = estas distancias son 

d L (z) =a D c {l+z), d A =a D c (l+zy 1 . (1.85) 



Para una discusion mas detallada sobre estas y otras definiciones de distancias vease j 
El horizonte de partkulas de un evento P esta relacionado con la integral ( 1.84} y es por definicion la 



frontera entre las lfneas de mundo que pueden ser vistas en P y aquellas que no lo son |215 pags. 



1 04-106],] 184, pags. 376-382] 33 . Tomando en 1 1.84 1 como tiempo de emision el Big-Bang (t em = 0) y 



33 Existe otro tipo de horizonte: el horizonte de eventos que es definido como la distancia de los objetos mas lejanos que 
podremos observar en un futuro lejano. Este horizonte separa a aquellos objetos que podremos observar en el futuro 
de aquellos que jamas podran ser observados por hallarse fuera del cono de luz futuro del observador. Los modelos de 
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escogiendo nuestra coordenada local cosmica como r = 0, obtenemos la formula para el horizonte 
de particulas 34 : 



l HP 



tobs dt f em dr 



o a(t) Jo Vl - kr 2 



(1.86) 



para a(t) ~ f p con < p < 1, el horizonte comovil de particulas sera d c Hp = jz^jt ~ 
Y^-jj jH _1 , donde en la ultima igualdad se utilizo el radio de Hubble resultante para este factor de 
escala. La distancia fisica actual 1 1.20} a la materia que compone el horizonte es 



i HP = a d c HP . (1.87) 



Es importante recordar que estos horizontes aparecen como resultado de dos factores: (a) la velo- 
cidad finita de la luz, y (b) la edad finita del universo. 



1.4.1 Parametros Observacionales de los Universos de Friedmann-Lemaitre 



Como se mostro en § 1.2.2 la geometria del universo de fondo esta completamente determinada si 
(a) la ecuacion de estado de todos los componentes de materia es especificada y (b) los valores de 
fio y Ho son dados. 

Las observaciones indican, que, para determinar Do, deben de especificarse cinco parametros rela- 
cionados con los componentes del universo de fondo a energfas debajo de los 200 GeV: Og, Cl ra ^, 
Q v , Cl DM y D A que describen la contribution de los bariones, radiation, neutrinos, materia oscura 



y constante cosmologica a CI respectivamente [147J. Los primeros tipos de materia estamos segu- 
ros que existen y los ultimos dos son sugeridos por las observaciones y no han sido refutados por 
ninguna observation a la fecha. De todos ellos solamente Ci ra d esta bien restringido por las obser- 
vaciones, los valores de los demas contienen incertidumbres considerables debido a los procesos 
de medicion utilizados. Con esto, se establece que el universo de fondo en la cosmologia estandar, 
es un modelo caracterizado por estos 6 parametros: { Hq, fig, n ra ^, Cl v , CI^m, Oa}- 



Para que la teoria de la formacion de estructura (cf . S ]2.3} de la cosmologia estandar pueda hacer 
predicciones es necesario proveerla con el espectro de potencias de las inhomogeneidades 35 ini- 



universos que tienen como convergente a la integral 

dt 



dHE 



r< dt 

Jmax A 



tienen un horizonte de eventos. con t max el tiempo de expansion futuro que puede ser infinito o finito y fo la edad del 
universo en el momento de la observacion. 

34 Debido a las simetrias de la metrica RW solo la coordenada r contiene information significativa, de ahi que solo se 
tomen en cuenta los fotones que viajan radialmente hacia nosotros (i.e. <p = 9 = 0) 

35 La palabra inhomogeneidades no existe en espanol. La utilizo como una traduction directa de inhomogeneities. La palabra 
correcta en espanol para no-homogeneo es heterogeneo, pero esta palabra en espanol significa "compuesto de diferentes 
partes" lo cual no es la idea que quiero dar aqui. A lo largo de esta tesis por lo tanto usaremos la (incorrecta) palabra 
inhomogeneo. 
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ciales, el cual se supone no contiene una preferencia por ninguna escala en particular, P = Ak n , 
i.e. una ley de potencias 11181 11571 . Lo cual agrega dos parametros mas, (A, n) a los parametros 
observacionales de la cosmologla. 

Asi, la cosmologfa estandar requiere la especificacion de ocho parametros 36 : {Ho, O b , fi rad , Ci v , 
O dm , D£ , A, n), los primeros seis relacionados con el universo de fondo, perfectamente homo- 
geneo e isotropico y los ultimos dos especificando las inhomogeneidades iniciales del universo 
perturbado. 

Las observaciones han arrojado los siguientes resultados respecto a los parametros recien mencio- 
nados [155] : 

a Nuestro universo tiene 0,98 < O < 1,08. Este dato se puede obtener del espectro de anisotro- 
plas del CBR. Estas observaciones muestran que vivimos en un universo con densidad muy 
cercana a la critica ^K«0. 

b Observaciones del deuterio primordial producido en la nucleosfntesis l |26} junto con obser- 
vaciones del CBR muestran que el numero total de bariones en el universo contribuye con 
Og = (0,024 ± 0,0012)/z~ 2 . Observaciones independientes fijan h = 0,72 ± 0,07 y se concluye 
que Og ~ 0,04 — 0,06. Estas observaciones incluyen todos los bariones sean luminosos o no, 
por lo que se puede deducir que la mayoria de la materia del universo es no-barionica. 

c Los conteos de galaxias como funcion del redshift muestran una homogeneidad espacial del 
universo y dan un estimado de la materia barionica visible 0,b v — 0,015 <C Og con lo cual 
se concluye que la mayoria de los bariones del universo no son visibles encontrandose por 
ejemplo en estrellas muertas. 

d Conteos de fuentes de radio y de QSO's muestran una evolucion del numero/ luminosidad 
de estos objetos, descartando asi la primera version del modelo cosmologico estatico (steady 
state) de Bondi, Gold y Hoyle . 

e Observaciones relacionadas con estructura a gran escala y su dinamica (curvas de rotacion 
de galaxias, masas estimadas de los clusters, lentes gravitacionales) sugieren que el universo 



con partfculas masivas que interactuan debilmente y que se aglutina a escalas galacticas. 
Este componente contribuye con un CIdm — 0,20 — 0,35 de la energfa total. "Interactuar 
debilmente" se interpreta en la actualidad a que solo interacciona gravitacionalmente con 
otras partfculas y por lo tanto se puede despreciar su presion (que proviene de colisiones 
entre partfculas), teniendo as! la simple ecuacion de estado Pdm ~ 0. 

36 En alguna literatura orientada a la parte observational |73 93, 148. 196 [ de la cosmologla se llegan a incluir hasta 16 
parametros observacionales, a saber: h (en lugar de Ho), el parametro de desaceleracion (qg), la edad actual del universo 



(to), la ecuacion de estado de la energia oscura (w), amplitud de la perturbation de densidad ( vS ), amplitud de las 



ondas gravitacionales [\/T\, fluctuaciones de la masa a 8 Mpc (u 8 ), indice tensorial (nj) y el corrimiento del indice escalar 



(dn/dhxk). Como se podra apreciar muchos parametros son redundantes, esta lista tiene dos objetivos, el primero es tener 
redundancia en los datos ya que se miden de diferentes maneras y asi tener mayor certidumbre en sus valores, y segundo 
tratan de describir un universo mas complejo que el tratado en esta section (de ahi la inclusion de los modos tensoriales, 
el corrimiento del indice escalar y erg). 



esta poblado por un componente no luminoso de materia, Materia oscura 
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f Usando esta ultima observacion junto con la primera, se concluye que debe de haber al me- 
nos un componente mas de materia 37 que contribuya con un 70 % a la densidad de energfa 
total. Las observaciones de supernovas 38 apuntan a que no se aglutina a ninguna escala y 
posee presion negativa. Estas observaciones sugieren 7 — 1 = pf p < —0,78 y contribuye 



con Ode — 0/60 — 0,75. La eleccion mas sencilla de esta Energta oscura (DE I es suponer una 
ecuacion de estado Pde = —poE> i- e - una constante cosmologica A, lo cual resulta al susti- 
tuir en ( 1 .40} que puE es constante durante la expansion del universe Esta es la forma de 



materia dominante en la actualidad ya que las observaciones indican que la expansion esta 
acelerando. 

g El universo tambien posee radiacion que contribuye con una densidad de energfa O rai ^/i 2 = 
2,56 x 10 -5 . La mayor contribucion a esta densidad proviene de los fotones del CBR. 



1.5 Exitos y problemas de la cosmologfa estandar 

1.5.1 Exitos de la cosmologfa estandar 

Mencionaremos en esta seccion la relacion entre las predicciones de la cosmologfa estandar y los 
valores de los parametros observacionales. El hecho de que existan relaciones con un elevado 
grado de no trivialidad entre las predicciones y los parametros muestran la fuerza del modelo. 

a Mientras el universo se expande y se enfrfa (T oc a -1 ), diferentes interacciones ffsicas se "con- 
gelan" (definicion en pag. [23} en diferentes epocas, esto se debe principalmente a que cuando 
el universo se enfrfa por la expansion la energfa disponible localmente para las interacciones 
disminuye hasta que es insuficiente para continuar con las reacciones necesarias. La prime- 
ra especie en desacoplarse es la de los neutrinos, al estar en equilibrio termico comparte la 
misma temperatura que los fotones en esa epoca, pero al desacoplarse su temperatura no 
variara mas mientras que la temperatura de los fotones aumentara por la aniquilacion de 
pares de electrones y positrones hasta que la radiacion se desacople tambien de la materia. 
Una de las predicciones del modelo estandar es que ambas temperaturas tendran un radio 
de (T v /Tj) = (4/ 11 ) 1/<3 ~ 0,71. Esta prediccion debera ser probada en un futuro cercano 
11861 . 

b Cerca de la temperatura de unos pocos MeV, la nucleosfntesis ocurre [71 J, produciendo los 
elementos ligeros a partir de los electrones y nucleones libres. Las abundancias de estos 
elementos dependen crucialmente de Og y el numero de especies de neutrinos. Ademas el 
3 He, D y 7 Li dependen de maneras diferentes de estos parametros: (a) la abundancia de He 



37 Podria darse el caso que Relatividad General no fuera la teoria correcta de la gravitation , pero eso estaria en contra 
de las suposiciones de esta tesis y de los fundamentos del modelo estandar cosmologico. 

38 Esto pudo hacerse debido a que en las supernovas tipo la su luminosidad maxima esta relacionada con el tiempo de 
decaimiento de la curva de luminosidad, volviendose asf "velas estandar" para galaxias a grandes distancias. 
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Figura 1.2: Espectro delfondo de radiation cdsmica (CBR) correspondiente a la temperatura Tq = 2,725 K obtenido 
por el instrumento FIRAS del COBE Garcia-Bellido 2005 Fffll . 



constrine el numero de especies de neutrinos a tres, resultado predicho por la cosmologfa 
antes de ser verificado en laboratories [13J usando el decaimiento de Z° [189J (para una 
revision de este tema ver [53Q. Debe recalcarse que el modelo estandar no fue "disenado" 
para dar tres especies de neutrinos, (b) es posible escoger un rango de valores para Og en la 
que las abundancias de He, D y Li pueda ser explicada, esta region de concordancia es un 
atributo no trivial de la cosmologfa estandar. 

c La cosmologfa estandar introduce una fase caliente dominada por la radiacion en el universo 
temprano con una tasa entre los numeros de foton / barion muy alta. Debido a la expansion 
del universo los fotones se desacoplan de la materia cuando T w 10 3 K, formando asf un 
fondo de radiacion cosmica (CBR) con un espectro de Planck o de cuerpo negro (cf.|26fr. Es 
importante mencionar que, aunque la teoria no puede decir cual es el valor actual de la tem- 
peratura del CBR [190], hace una prediccion defrnitiva sobre su existencia con un espectro 
Planckiano a una temperatura T ^ 0, ningun otro modelo cosmologico hizo esta predic- 
cion antes del descubrimiento del CBR en la decada de 1960. La exactitud de esta prediccion 
fue probada por el instrumento Espectrometro Absoluto del Infrarojo Lejano I FIRASfr del 
satelite COBE [194] ( figura [L2| . Los modelos competidores de la cosmologfa estandar solo 
pudieron explicar el CBR retrospectivamente, es decir, mediante la agregacion de procesos 
ffsicos ajenos a su teorfa inicial. 

d El universo es dominado por Qg, Cqm y Ode en z C 10 3 y varias observaciones no re- 
lacionadas (Conteos de galaxias, Edad del Universo, Distribucion estadfstica de lentes gra- 
vitaciones de QSO's) imponen restricciones a estos parametros. La existencia de una zona 
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Figura 1.3: Intervalos de confianza dadas por las observaciones de supernovas de Tipo la (SN Tipo la) a los valores 
de C1 DM y Ode- ^ os contornos solidos son los datos del andlisis del 2004, los contornos punteados son de la primeros 



resultados de los mismos autores de 1998. Figura tomada de Riess y otros 2004 [182 
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consistente con las distintas observaciones en el espacio de parametros es otro triunfo de la 
cosmologia estandar (figura |T3). 



e Hay dos predicciones falsificables que hace la cosmologia estandar y que podrlan estudiarse 
en un futuro: (a) la temperatura del fondo cosmico de neutrinos: T v = 1,9 K y (b) la predic- 
tion de que el universo se estuvo expandiendo durante todo el lapso de < z < 10 3 , lo cual 
resulta necesario para poder enfriar el CBR. Si una poblacion sistematica de objetos distantes 
es encontrada con un espectro corrido al azul (Mueshifted) senalarla una etapa de contraction 
del universo y descartarla por completo a la cosmologia estandar. 

f El paradigma de formation de estructura (cf. capltulo [2]) tambien realiza predicciones que 
han sido confirmadas por observaciones. La primera y quiza la mas importante es que debi- 
do a las fluctuaciones de la distribution de materia, pequenas fluctuaciones deben de existir 
en el CBR. El espectro de potencias debera de ser piano para poder reproducir la distribution 
de las estructuras cosmologicas que vemos hoy; y ademas, las anisotroplas de la temperatu- 
ra deben de ser de al menos el orden de 10~ 6 para que las estructuras tengan el tiempo de 
crecer y volverse no-lineales en z = 0. Estas predicciones fueron comprobadas con la mi- 
sion COBE usando el instrumento Radiometro de Microondas Diferencial |DMRj (figura 



1.4} a principios de 1990 [ 1 94 J . Otra prediction importante es que el espectro de potencias de 
las fluctuaciones primordiales debe de ser piano (es decir, todas las escalas tienen la misma 
potencia), propuesto -para explicar las distribuciones de galaxias y clusters de galaxias ob- 
servadas (otras consideraciones de consistencia fueron tomadas en cuenta e.g. que no haya 
production excesiva de agujeros negros 1111011 ) - de manera independiente por Zel'dovich 
12251 y Harrison H90| . 



g La forma final del espectro de potencias de las anisotroplas de la temperatura del CBR, es 
debida a varios ef ectos que se discutiran en el capltulo siguiente (cf . figura |2.3[ capltulo [2} 
y depende de manera no-trivial de los parametros observacionales de la cosmologia estan- 
dar (e.g. la altura relativa del primer pico depende la densidad barionica, Qg su position 
depende de la geometrla y por lo tanto de Opf y CI dm)- 



1.5.2 Problemas y debilidades de la cosmologia estandar 



La mayorla de los problemas 3 que presentaremos en esta section son del tipo "incomodidad 
con ciertas condiciones iniciales" 112511 , que son en realidad problemas de ajuste fino 40 . Llamarlos 
"problemas" puede parecer rigorista, ya que cualquier solution de las ecuaciones diferenciales de 
la cosmologia estandar refleja propiedades especlficas de los datos iniciales: si calculamos hacia 
atras en el tiempo simplemente encontramos las condiciones iniciales que fueron responsables por 
el estado de las cosas como las vemos actualmente 1 25 1 . Pero, aunque comparativamente hablando 

39 Ver los capitulos 15-17 de 1 163] para un recuento historico sobre como se identificaron estos problemas en la decada 
del970 

40 En ingles: fine-tuning. 
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AT = IB 



Figura 1.4: Espectro de potencias del CBR observado por el instrumento DMR de COBE en 1990. Lafigura supe- 
rior muestra el monopolo (Tq = 2,725 K), la imagen central presenta el dipolo 5T\ = 3,372 mK y lafigura inferior 
corresponde al cuadrupolo (ST2 



18 \iK y multipolos superiores. Figura tomada de Garcia-Bellido. 2005j l761 
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el Modelo Estandar de la Cosmologia tiene muchos menos parametros libres (7) que el Modelo 
Estandar de particulas (23), al ser un modelo que intenta explicar los origenes de todo lo observable 
no es satisfactorio que dependa de condiciones tan especiales para lograr tal cometido H147I . Existe 
otra forma de ver estos problemas: son problemas en el sentido de que existen observaciones que 
no tienen una explication natural dentro del contexto de la teoria. 



Posible sobre-constriccion de los parametros observacionales. Si tomamos en cuenta las multiples 
observaciones independientes existentes, las restricciones en los parametros cosmologicos es 
severa y se refleja en el hecho de que en el espacio de parametros el area de concordancia es 
muy pequena y para algunos crlticos inexistente 1114711 . 

Explication fisica de To en el CBR. La prediction de la existencia del CBR es uno de los grandes 
exitos del modelo cosmologico estandar, pero carece, a la fecha, de una interpretacion sobre 
la relation entre la temperatura actual (i.e. z = 0) del CBR y otros procesos fisicos. 

Extrapolation de la fisica conocida en varios ordenes de magnitud. En cosmologfa la extrapolation 
de las leyes fisicas actuales para ser aplicadas en la epoca del universo muy temprano es al- 
go rutinario, pero hay que notar la enormidad de la extrapolation: 17 ordenes de magnitud 
en temperatura si suponemos que la fisica conocida y comprobada en laboratories (recordar 
que se ha probado hasta energfas de « 10 2 GeV) es valida hasta la temperatura de Planck 
1 147 J, por lo que un critico podria preguntarse si aplicar una teoria especulativa a una epoca 
especulativa constituye fisica o algo mas. Claro que la defensa que se establece es que los 
calculos y su interpretacion son mas un ejercicio de consistencia que una description defini- 
tiva del universo muy temprano, pero lamentablemente esto no es siempre presentado asi 

Por otra parte, los fundamentos teoricos del modelo estandar pueden ser calificados de po- 
seer una inconsistencia interna 41 H146I , ya que las ECE de la cual son derivados predicen una 
singularidad initial para ecuaciones de estado razonables (cf. § 1.2.2} . Esta singularidad mar- 



ca el rompimiento de las suposiciones que nos llevan, entre otras, a la action de los campos 
de materia, S m involucrados y a la suposicion de un espacio-tiempo continuo (En la cosmo- 
logia, a diferencia de otras ramas de la fisica en las cuales esto hubiera sido una senal de que 
algo esta muy mal, esto se ve como algo bueno que ademas es identificado con el "mitico 
evento de la creation" en palabras de Narlikar y Padmanabhan J147J). 



Problema de la Planitud. Sabemos que vivimos en un universo en el cual fin = po/pcri — 1/ i- e - 
un universo muy cercano a tener una geometria espacialmente plana. Podemos calcular que 
condiciones iniciales necesarias para que lleguemos a este estado. Tomemos la ecuacion de 
Friedmann 1 1.45) : 



in ■ 



a 



2 H 2' 



41 La "inconsistencia" del modelo estandar cosmologico se puede calificar de transitoria ya que, cuando se tenga una 
teoria de la gravedad cuantica, la singularidad inicial podria ser removida. Pero esta defensa, para ser consistente deberia 
de ir acompanada de la admision de que cualquier fisica hecha a estas longitudes o densidades deberia tomarse con 
extremo cuidado. 
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Figura 1.5: El problema de la planitud mostrado en una grdfica de densidad relativa Cl contra el tiempo cosmologico 
t (ningun eje estd a escala). En esta imagen se muestra como la solution O = 1 es repulsiva. Cada Hnea muestra un 
posible universo. Un universo similar al nuestro es la Hnea azul con Q — 1 ~ 0. El universo representado por la Hnea 
roja es uno que difirio mucho de las condiciones iniciales del universo representado por la Hnea azul. Figura tomada del 
Wikicommons http : / /en . wikipedia . org /wiki /File : Flatness_problem_density_graph . svg 



durante la epoca dominada por radiacion tenemos que H 2 oc a -4 entonces, |(1 — l\ rac j ~ a 2 ; 
en cambio en la epoca donde la materia es dominante |fi — l\ ma t ~ a, o sea que ambos dismi- 
nuyen conforme retrocedemos en el tiempo (a — »■ 0). Si actualmente esta cantidad es casi cero, 
en el pasado debio de ser mas chica, por ejemplo, la razon entre esta cantidad hoy y la eva- 
luada en tiempos del orden del tiempo de Planck, fp; flnc fc, es (estamos en el modelo estandar 
cosmologico, en epocas con z > 10 3 la densidad de materia es dominada por radiacion), 



in - i 



f=tr 



( a Planck\ 



n 



To 



\t=T V a J \Tpianck, 

Sustituyendo el valor numerico de Tzanck ~ 10 19 GeV y Tq ~ 10~ 13 GeVse obtiene, 



n 



1 



n-i| f =r 



(1.88) 



Debido a que en la actualidad Q ~ 1, es necesario que en el tiempo inicial las condiciones 
hayan tenido precision de hasta 64 cifras decimales. Aunque esta cifra es impresionante, no 
es necesario retroceder hasta la epoca de Planck para obtener este ajuste fino, por ejemplo, 
en la epoca en la que sucede la nucleosfntesis , T;v w 1 MeV se requeria una precision de 16 



cifras decimales. Este problema es representado graficamente en la figura 1.5 



Problema del Horizonte. Como se vio antes, los modelos de FL tienen horizonte de partfculas, 
es decir, hay en cualquier epoca regiones que no han estado en contacto causal. Con esto 



en mente el problema del horizonte (ilustrado en la figura 1.6 1 se establece como sigue: Des- 
de nuestro evento observacional 1Z en el espacio-tiempo que marca el "aquf y el ahora" en 
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t = to, vemos en direcciones opuestas radiacion proveniente del CBR, que fue emitida en los 
eventos 7 y Q en el LSS al tiempo de desacople t = t^ es , T$ es m 3000K. Los conos de luz pa- 
sados de estos eventos, son completamente disjuntos, ya que la singularidad inicial limita la 
extension del espacio-tiempo hacia el pasado. Asi, ninguna causa comun, puede influenciar 
lo que pasa en 7 y Q, por lo tanto, ningun mecanismo causal desde la creacion del universo 
puede explicar las similares condiciones fisicas de 7 y Q ||64l . 

Sera de utilidad ver este problema analfticamente, el horizonte de particulas (ecuacion 1 1.86} , 
pag. 32 1 del evento 1Z 

dHP ~Jo WY 

y la distancia fisica medida por un observador O en 1Z es 



l HP 



a(t )d c HP . |L87) 



Definimos el horizonte visual d c HV como la distancia comovil que mide O en el evento TZ 
hasta el LSS 

d HV = f° -§rv d HV = a(t )d c HV . (1.89) 
Jt d a(t) 

Por otra parte el horizonte de particulas de 7 (o equivalentemente Q), dup, medido por un 
observador en 7 (o Q) corresponded a la distancia medida en to de 

d HP = a{to) ['-%, (1-90) 
Jo a(t) 
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mostrando que d^p = d^y + dup. Estas funciones son d c Hp y d c HV son funciones que crecen 
con el tiempo de observation sin importar el comportamiento de a(t), ya que a(t) es positiva; 
ademas dnp, dnv y dup son funciones que incrementan con el tiempo si a(f) esta creciendo 
tambien. 

Asf, si suponemos que el universo estuvo dominado por radiacion antes del tiempo de des- 
acople y dominado por materia despues (i.e. ignorando los efectos de una epoca interme- 
dia) obtenemos, luego de un calculo largo 



«0 



«0 



a H \0q 



1/2" 



(1.91a) 



dHV - a °{*k 



1/2 



„ / 2 . a, 
a0 \aoH 



An 



1/2 



1/2 



(1.91b) 



En donde (fl /"d) ~ 10 3 / P or 1° ci ue basicamente el problema del horizontes es la siguiente 
desigualdad 



d-HP <Si dnv 



(1.92) 



Para otros enfoques de este problema se puede consultar l26ll27l[T09llll3[|209l . 

Sera de utilidad mas adelante en esta tesis, expresar este problema en terminos de angulos 
del CMB. Usando coordenadas comoviles podemos ver que la distancia al LSS (i.e. el hori- 
zonte visual 1.89) es 



a HV — 



to dt 

t d W) 



dt] = rj - rjd- 



(1.93) 



'/,/ 



Una escala fisica cualquiera, A, es proyectada en el LSS en una distancia angular (ignorando 
efectos de curvatura) 



A 



(1.94) 



Durante la epoca dominada por radiacion, podemos estimar la escala en la cual la materia 
interactua usando la "velocidad" a la cual se mueven los fotones en el plasma, conocida 
como velocidad del sonido 42 , c 2 = cdp/dji, que durante radiacion es c s = c/v3- El "horizonte 
comovil de sonido" en el LSS es, rf^ s (^) = c s a(rj^) = c s t]d. 

El angulo subtendido por esta escala es 



ms ~ c s ~ c s — , 

rjo - Id Vo 



(1.95) 



42 La escala en la cual pudieron haber interactuado esta dada por los conos de luz pasados, pero esta escala no nos dice 
nada sobre s; interactuaron de una manera significativa. La escala de contacto causal significativo es menor que la escala 
de contacto causal posible (cf. §4 de 1641 ). 
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donde en el ultimo paso se uso el hecho de que t]o 3> rj^. El universo se puede considerar 



dominado por materia desde el tiempo del LSS, revisando la tabla 1.1 vemos que la evolucion 
del factor de escala es a ~ n 1 ~ T _1 

ToX l/2 



El problema del horizonte es que, en el LSS, angulos mayores que 8^s no estuvieron en 
contacto causal. 

Deberia de ser obvio que el problema del horizonte no es en realidad un problema de los 
universos FL, ya que para estos modelos la estructura del horizonte es una consecuencia 
trivial la isotropfa y homogeneidad supuestas. El problema aparece cuando se busca una 
explication para esta isotropfa |25|. 

Origen de las fluctuaciones primordiales. Este problema (el unico con relevancia real segun al- 
gunos autores y la "unica razon para tomarse en serio una epoca inflacionaria" en palabras 



de Padmanabhan en 111551 ) se puede describir sencillamente con el hecho de que no existe 
ningun mecanismo en la cosmologfa estandar para generar las fluctuaciones primordiales. 
Es justamente este problema el que se estudiara en este trabajo de tesis. 



1.6 Inflation 



Inflacion es una propuesta teorica agregada al modelo cosmologico estandar, que intenta solucio- 
nar los problemas de Horizonte, Planitud y Origenes de las fluctuaciones primordiales 43 agregan- 
do una etapa previa a la epoca dominada por radiacion pero posterior a la singularidad inicial 44 
en la cual el universo sufre una expansion exponencial por un periodo pequeno de tiempo. La In- 
flacion ocurre supuestamente a las escalas de las teorias de Gran Unificacion (GUT, por sus siglas 
en ingles): f; ~ 10~ 36 s a 10~ 32 s. 



La Inflacion fue propuesta de manera independiente por Alexei Starobinsky 1119711 en 1979 y Alan 
Guth 1 87 1 en 19811 aunque Guth fue el primero en ensamblar una imagen completa sobre este 
modelo. La idea original (llamada ahora vieja inflacion) era que mientras el universo se estaba 
enfriando quedo atrapado en un falso vacfo con una alta densidad de energfa, muy parecida a 
una constante cosmologica. Este falso vacfo era metaestable, del cual solo se podrfa salir a traves 
de un proceso de nucleacion de burbujas via el efecto tunel cuantico (tunneling). Las burbujas de 
vacfo verdadero se formarfan espontaneamente en el falso vacfo y empezarfan a expandirse a la 
velocidad de la luz, con esta expansion se resolvfan los problemas de planitud y horizonte, y tanto 



43 Existian otros problemas relacionados a la existencia de reliquias provocadas por teorias de Gran Unificacion -que 
se supone es un ingrediente del modelo inflacionario-, tales como la proliferacion de monopolos magneticos o paredes de 
dominio -domain walls-, pero como bien apunta Penrose ] 165 1 estos son problemas "internos" (i.e. auto-provocados) de las 
GUT y su solucion es mas bien un requerimiento de consistencia de la teoria con la observation. 

44 Aunque existen modelos inflacionarios en los cuales esta singularidad no existe, (eg. inflacion caotica o inflacion 
eterna |5 77 86 88 96 133 217]), pero siempre es una epoca agregada antes de la dominada por radiacion. 
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Guth como Starobinsky especulaban que esto podrfa de alguna manera evitar la singularidad 
inicial. 

El mismo Guth rapidamente reconocio que este modelo era problematico ya que no recalentaba de 
la manera apropiada: al nuclear, las burbujas no generaban radiacion. La produccion de radiacion 
solo podia darse a traves de colisiones entre burbujas. El problema es que para que inflacion pueda 
resolver los problemas de condiciones iniciales del modelo estandar debe de durar lo suficiente y 
si era este el caso, las colisiones entre burbujas eran extraordinariamente raras. 

Este problema seria resuelto por los modelos conocidos como nueva inflacion o de slow-roll, pro- 
puestos por Andrei Linde [117J e independientemente por Andreas Albrecht y Paul Steinhardt 
|6[. Este modelo, en lugar de efectuar un tunneling desde un falso vacio al vacio verdadero para 
lograr la expansion, esta es producida por un campo escalar cp, que bajo condiciones apropiadas 
"rodaria lentamente" 45 pendiente abajo del potencial V [cp); al ganar la suficiente "velocidad" las 
condiciones necesarias para que exista la expansion acelerada dejaran de ser validas, iniciando la 
produccion de partfculas. Los modelos inflacionarios de slow-roll seran los usados en este trabajo 
de tesis. 



1.6.1 Inflacion y algunos problemas del modelo estandar cosmologico 



Antes de mostrar como se modela matematicamente el campo escalar en los modelos de slow-roll 
de Inflacion estudiaremos cual es el comportamiento que buscamos para resolver, por lo menos 
los problemas de condiciones iniciales (i.e. planitud y horizonte). 

Como vimos en el problema de planitud, la cantidad \Cl — 1| crece con el tiempo, por lo que, si 
ahora tenemos Cl ~ 1 debio ser muy cercano a 1 en epocas pasadas. Este comportamiento se 
puede ver como sigue: 

iin-ii = IK |im = -2!*k 



dt dt \a 2 J a 3 

En epocas dominadas por radiacion o materia, el universo se esta desacelerando (i.e. a < 0), en- 
tonces el problema de la planitud se debe a que esta cantidad crece en funcion del tiempo si el 
universo se esta desacelerando: 

T-ln-ll >0^>fl<0. (1.97) 
dt 

Una de las maneras de solucionar el problema de la planitud, es proponer una etapa cosmologica 
en la cual 

J-|fi-l| < 0«»« > 0. (1.98) 

Por su parte, el problema del horizonte surge, en pocas palabras, porque los conos de luz pasados 
de eventos diametralmente opuestos en la esfera del LSS no contienen eventos en comun (i.e. eran 
disjuntos). 



5 Slow-roll en ingles 
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El contacto causal queda determinado por el horizonte de partfculas (|TT86j el cual, para materia 
ordinaria depende inversamente del parametro de Hubble: d° Hp ex. H~ 4 . Se puede demostrar en 
universos FL [183 1, que una vez que dos eventos entren en contacto causal (i.e. , que el evento Q 
entre al cono de luz pasado de 7 ), no perderan este contacto causal conforme pase el tiempo (i.e. , 
Q saldra del cono de luz pasado de 7). Esto se puede expresar en terminos de escalas fisicas de la 
siguiente manera, una vez que una escala (e.g. , la distancia entre dos fotones) entra al horizonte de 
particulas durante una epoca dominada por radiacion o materia no relativista, el horizonte crecera 
mas rapido que la escala en cuestion (que crece proporcional al factor de escala, cf. l |1.20) ) , por lo 
cual siempre quedara adentro de este horizonte: 



A 



it \ H- 1 



~ a < 0. (1.99) 



Si existiera una epoca dominada por un tipo de materia (diferente a la radiacion o la materia no 
relativista por supuesto) en la cual, las longitudes fisicas crecieran mas rapido que H _1 , existirian 
escalas que, dado el tiempo suficiente, serian mayores que H _1 . Al acabar esta epoca dominada 



por esta materia exotica, volveriamos al comportamiento 11.99 en el cual crecera mas rapido 
que las escalas fisicas y finalmente las "engullira". Claramente, esta nueva materia, en su periodo 
de dominacion definira un horizonte de eventos que no dependera proporcionalmente de H _1 , 
por lo que en realidad, a diferencia de lo que se lee en la literatura estandar, no es que las escalas 
fisicas salgan del horizonte 46 y por supuesto nunca pierden contacto causal. 

Asi, para obtener el comportamiento descrito en el parrafo superior, necesitamos que 

^GftH >o - (1 ' 100) 



Ambos problemas, el de planitud y el de horizonte, son resultado, de la desaceleracion del Uni- 
verse Asi, si suponemos la existencia de una epoca donde el factor de escala se este acelerando 
(ii > 0) y este periodo dura -por lo menos- el tiempo necesario 47 , los problemas de planitud y de 
horizonte se resolveran. 

El problema de planitud desaparece ya que podemos acercar O ~ 1 con la precision que se desee y 
dejar esa condicion inicial a inicios de la epoca de radiacion, por su parte, el problema del horizon- 



46 En la literatura se hace comunmente un abuso de lenguaje al usar la expresion "salir /entrar del horizonte" refirien- 
dose a que las longitudes fisicas son mayores o menores que el radio de Hubble m = H _1 . Este abuso de lenguaje se 
justifica de varias maneras, de las cualespodemos destacar las siguientes: (a) Para la epoca de radiacion dffp — ru'i (b) En 
las ecuaciones perturbadas (cf. capitulopj H _1 caracteriza el rango de las "influencias causales", ya que kH^ 1 "gobierna 
cuales terminos de las ecuaciones perturbadas son dominantes" [11]; (c) "El factor de escala crece un e-folding en un in- 
tervalo del orden H - 1 . Por esta razon , la microfisica solo puede operar coherentemente en escalas fisicas menores a H _1 " 
Il2l o en palabras delBrandenbergerlen [28]: "el radio de Hubble, H _1 es la distancia maxima sobre la cual la microfisica 
puede actuar coherentemente; . . . para distancias mayores el tiempo que le toma a la luz excede la tiempo de expansion 
cosmologica caracteristico". Como se puede observar, ninguna de estas justificaciones establece una relacion solida entre 
el radio de Hubble y causalidad local. Para una discusion extensa sobre este punto vease 1 64 [. 

47 Expresado en e-foldings el intervalo necesario es mayor a (~ 60). Un e-folding es el periodo de tiempo en el cual una 
cantidad que esta expandiendose se incrementa por un factor e. El numero Af de e-foldings que pasaron entre dos tiempos 
ti > h se define mediante la relacion 
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t ' 

COBE 



LSS 




Figura 1.7: Solution propuesta por inflation al problema del horizonte. El efecto de la expansion acelerada es en cierta 
forma "alejar" la singularidad initial del LSS. Esto permite que algunas partes de los conos pasados de luz de los puntos 
CP y Q hayan estado en contacto causal. 



te se resuelve, ya que este periodo inflacionario tiene como efecto desplazar hacia abajo respecto a 
trf en el diagrama conforme a la singularidad inicial. Consecuentemente los eventos CP y Q diame- 
tralmente opuestos en el LSS, ahora comparten un conjunto de eventos en el pasado que pueden 
influenciar a ambos. Si el periodo inflacionario dura mucho tiempo, el diagrama se extendera mas 
hacia abajo y la mayorfa de los eventos pasados de CP y Q sera comunes. Aunque d^y sigue sien- 



do el mismo que antes (1.91b \, d^p, el horizonte de partfculas ahora es (periodo inflacionario 
periodo de radiacion + periodo entre el fin de radiacion y el tiempo de desacople), 



dnp = «o 



1 



1/2 



1+2^ 













(1.101) 



donde a, = fl(fj), &f = a{tf) son los factores de escala al tiempo del inicio de inflacion, £, y el fin 
de inflacion tf. Tfpicamente (fl^/fl,-) = 10 N , donde N es el numero de e-foldings que dura la epoca 
inflacionaria. Por lo que ahora, tenemos 



d HP » d HV 



(1.102) 



aunque, como se discute en l64ll , de esto no se sigue que todos los puntos del LSS tengan datos 
iniciales comunes al tiempo t, ya que para cualquier tiempo t existen eventos en la hipersuperficie 
t = constante, que estan en el pasado de CP y no en el de Q y viceversa. Lo que resuelve inflacion es 
que ahora tenemos la posibilidad de explicar, debido a la conexion causal de CP y Q las condiciones 
similares de ambos en el LSS. 



En base a la discusion anterior se definira como epoca inflacionaria a cualquier epoca en la cual 
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tenemos aceleracion positiva, 

a > 0. (1.103) 



De la ecuacion 1 1.38b| , obtenemos la condicion para la presion de la materia que generara inflacion 



es 

V<~\p- (!- 104 ) 

Respecto al origen de las anisotropias iniciales, Inflacion -teoricamente- se apunta su mayor triun- 
fo: las anisotropias e inhomogeneidades primordiales son producto de las fluctuaciones cuanticas 
del campo escalar, que al evolucionar el universo en el periodo inflacionario son "extendidas" has- 
ta poderlas considerar como perturbaciones clasicas que son observadas en la estructura a gran 
escala del universo y en las anisotropias de la temperatura del CBR. Esta explication se tratara con 
mayor detalle y se criticara en el capitulo siguiente. 



1.6.2 Modelado matematico: Campo escalar 



En el modelo inflacionario de slow-roll la condicion 1 1.104) se satisface postulando la existencia de 



un campo escalar cuya ecuacion de esta do es adecuada. La dinamica de un campo escalar acoplado 
a la gravedad viene dada por la action 



S v = J d 4 x^ (- \g ah V a cpV bC p - V(fYj . (1.105) 
El tensor de energia-momento del campo escalar se puede calcular usando la definition de T ab , 



resultando en 



~ab _ 2 $(\^g£mat) 



T = ~ vv *~'" u " (1.106) 



T a b = V a fV b f - ^/(V c <pV> + 2V(q>)) (1.107) 



con componentes 



T,' = - (^f + Vi^y T^Qf-V^V (1.108) 
Comparando con el tensor de energia-momento de un fluido perfecto podemos identificar aT,j' 



con la energia, p, y a T,- 1 con la presion, p. Recordando (1.104 1 tenemos que para que este campo 
genere inflacion necesitamos que <p 2 <€. V(q>). 

La condicion de que V(f) 3> (p 1 nos da el requisito 
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p v - -p f , (1.109) 

i.e. la etapa inflacionaria es (o puede ser aproximada mediante) un espacio-tiempo de de Sitter. 

La ecuacion de movimiento del campo escalar se obtiene variando la accion con respecto al campo 
escalar, 

g ah V a Vl<P + d<pV(< P )=0. (1.110) 

esta ecuacion es del tipo de Klein-Gordon. En las coordenadas de los observadores cosmologicos 
esta ecuacion toma la forma de 



$ + 3Hq> + d v V(<p) =0. 

Podemos observar que el termino 3H<p actua como friccion, frenando as! la evolucion de (p. 

El conjunto de ecuaciones que controlan la evolucion del universo durante el regimen inflacionario 
son 



H 



K ( 1 . 2 



V(<p)\, 



3 V2 

(p + m<p + d 9 v{cp) =o, 



H 



-4:TzG(p 2 



(1.111a) 

(1.111b) 
(1.111c) 



Este sistema de ecuaciones no siempre lleva a una expansion acelerada del universo, para lograr 
esto es necesario que la energfa potencial del campo escalar domine sobre la energfa cinetica del 



mismo, esperificamente, implica que se desprecie el termino cinetico, <jr/2, en 1 1.111a i y, debido a 



que el potencial es piano, despreciar la aceleracion, q>, en ( 1.111b I: 



H ^ 3 
3Hcp + d f V{(p) ~0, 



(1.112a) 
(1.112b) 



Segun el modelo de nueva inflation, cp esta inicialmente lejos del minirno del potencial V(q>). El 
potencial entonces "jala" a cp hacia su minirno. Si el potencial es lo suficientemente piano, el ter- 
mino de friccion pronto hara a <p muy pequeno, logrando que se cumpla tp 2 <C V(cp), aun cuando 
originalmente esto no fuera asi. Bajo estas condiciones el espacio-tiempo es aproximadamente de 
Sitter (cf. 15 1 , con a(t) ~ e Ht , H ~ constante. 



Para expresar las condiciones de sloiv-roll de manera mas precisa recurriremos a la definicion de 
dos parametros que cuantifiquen que tan piano es el potencial e y su curvatura r/ (no confundir 
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con rj el tiempo conforme). Usando la ecuacion [ 1.112b) y derivandola 

cp = Hep [r] + e] , 

donde 



2 1 fd v V^ 2 



H 2 47TU H 2 4tzG V V 
1 fd 2 V\ id 2 V 



8nG \ V 



8(f) =rj-e 



3 H 2 ' 



H<p' 



(1.113a) 
(1.113b) 
(1.113c) 



Las condiciones necesarias para que la aproximacion de slow-roll sea valida y se tenga inflacion 
son 

e < 1, M < 1. (1.114) 

Estas condiciones son validas si <p 2 <C V(cp) y |^| "C |3H<p| respectivamente. Otra forma de obtener 
este resultado es notando que 

I = H + H 2 = (l-e)H 2 , 



por lo que inflacion (a > 0) solo se puede obtener si e < 1. De 1 1.113a I se pude observar que e 
cuantifica cuanto cambia H durante inflacion. 



Con los parametros de slow-roll e, rj, S es posible escribir las ecuaciones 48 exactas 1 1.111a , 1 1.111c 

kV 



3-e' 



9 



d m V. 



(3- S)H 9 



(1.115a) 
(1.115b) 



1.6.3 Efectos de la inflacion en las escalas fisicas 



Durante inflacion el factor de escala crece exponencialmente, por lo que todas las escalas fisicas 
A = a(t)X c , creceran de la misma manera. El radio de Hubble ffsico djj permanecera constante 
durante esta misma epoca. Entonces, se pueden tener situaciones en las que una escala A' < dn en 
la epoca inflacionaria, pero al crecer exponencialmente se vuelva mayor que dn en el transcurso 
de esta etapa. Al tiempo t durante inflacion cuando A' = d^, se le denomina tiempo de salida y lo 
denotaremos por t saUda (X' c ). 



8 Otras formulas utiles de escribir las ecuaciones exactas del sistema Einstein-Inflaton son 

4/r , 2 dH An . ( dH\ 2 Yin 2 32n 2 



Mllanck ' d f M llanck ' WW M 2 plmck M% amk 

donde la ultima ecuacion es la ecuacion de Friedmann. 
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Figura 1.8: Evolution de las escalas y el radio de Hubble durante y despues de inflation. En la imagen de arriba se 
muestra una escalafisica A y radio de Hubble. En la figura inferior la escala y el radio de Hubble comdviles. 



Al terminar inflacion, durante la epoca dominada por radiacion a, A' <x t 1 ^ 2 , mientras que dn °< t, 
por lo que (de mantenerse estas condiciones, i.e. a oc t n con n < 1 y dn <x t) en un tiempo t entra( ^ a (A' c ) 
volveremos a tener A' = d^, a este tiempo se le llamara tiempo de entrada. Durante el analisis de 
formacion de estructura, capitulo|2j sera importante relacionar la amplitud de la perturbacion a la 
escala A' al tiempo £ Sfl /M fl (A c ) con la amplitud al tiempo t enlra n a {X c )- 



Addendum: Ecuaciones en tiempo conforme 



Las ecuaciones del campo inflatonico en tiempo conforme seran entonces 



K Z =l\J^(<p') 2 + V(<p)y (l.H6a) 

2M' + J{ 2 = -K« 2 ^-%)j, (1.116b) 

•K 1 - "K 1 = ATiG{cp') 2 , (1.116c) 

cp" + I'Kcp 1 + a 2 d 9 V(q)) = 0. (1.116d) 



Siguiendo los pasos recien mostrados, es facil obtener las relaciones de slow-roll ( 1.113) para estas 
coordenadas. 

cirl nr. 
JX Jt 
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1.6.4 Crfticas y problemas del modelo inflacionario 

A pesar de que Inflacion resuelve varios de los problemas del modelos estandar cosmologico (co- 
mo el de planitud y el de horizonte), existen criticos a estas soluciones propuestas por el modelo 
]25ll3DH47l 11551 |165l 11701 . Ademas, inflacion presenta nuevos problemas, que a continuacion se 
enlistan: 

■ Problema de la Fluctuation. Los modelos de inflacion con campo escalar produce un espectro 
invariante de escala en las fluctuaciones cosmologicas y ademas predicen la amplitud del 
espectro. La dificultad es que sin introducir un problema de jerarqufas 49 en las escalas del 
modelo de fisica de partfculas, la amplitud predicha es superior a la observada por varios 
ordenes de magnitud. Por ejemplo para un modelo inflacionario con V(cp) = (1/4) A<p 4 se 
requiere que A ~ 10~ 12 para recuperar la amplitud del espectro observada. Esta es una 
caracteristica general de los modelos inflacionarios [31 1 y dado que uno de los principales 
objetivos de Inflacion es eliminar los ajustes finos en los parametros cosmologicos, no es muy 
satisfactorio que ahora estos problemas aparezcan en el sector de fisica de partfculas. 

■ Problema Trans-Planckiano. En la mayorfa de los modelos inflacionarios, el periodo de infla- 
cion dura mucho mas que el numero mmimo de e-foldings requeridos para la solucion de los 
problemas de horizonte y planitud. Esto tiene como consecuencia que los modos comoviles 
que corresponden en la actualidad a las escalas de la estructura cosmologica fueran menores 
a la escala comovil de la longitud de Planck al tiempo f, cuando inicio la inflacion 50 . En- 
tonces, ,;C6mo confiar en los calculos que hacemos para encontrar el espectro de potencias 
si estos calculos dependen del comportamiento del espacio-tiempo y la materia a escalas de 
energfa que no sabemos como describir? ,;Que tan sensibles son las predicciones a esta fisi- 
ca desconocida? Para una introduccion ver |30[, para revisiones mas recientes e intentos de 
solucion ver |4lllT29llT93l . 

■ Problema de la identidad del inflaton. Originalmente Guth supuso H87t que el inflaton podia ser 
identificado con el boson de Higgs, pero la aparicion de problemas de jerarqufa mostraron 
que esta hipotesis no estaba fundamentada. En la actualidad, a pesar de los multiples mode- 
los del campo escalar, ninguno esta fundado en flsica de parficulas bien establecidas, por lo 
que la identidad de este campo escalar es una gran incognita. 

49 Un problema de jerarquias ocurre cuando los parametros fundamentals (acoples o masas) de algun lagrangiano son 
diferentes que los parametros medidos por el experimento. Estos problemas estan relacionados con problemas de ajuste 
fino o con problemas de naturalidad del modelo. 

50 Es posible hacer un calculo rapido que muestre este problema, supongamos que inflacion cambia el factor de escala 
a(f) en un factor A ~ 10 30 , entonces la escala fisica A(t) hoy Ao = A(fo) al final de inflacion A e = A(f t ,) tenia un tamano 

A e = Ao = Ao — 10~ 28 suponiendo que inflacion ocurre a escalas de gran unificacion, entonces para una escala de 
Bp T e 

A < 3 Mpc al inicio de inflacion f„ A; = A(f,) < Lp\ anl ±. 
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■ Problema de la entropia. La entropfa del parche contenido en el radio de Hubble en la actua- 
lidad esta dominada por la contribution de los fotones del CBR 51 y es del orden de 10 88 , 
la evolucion del universo al ser un sistema aislado, es adiabatica, entonces ,jPor que es tan 
grande la entropia? 52 . Inflacion resuelve este problema en el recalentamiento , etapa en la cual 
la energia del inflaton es transferida a las particulas ordinarias generando una gran cantidad 
de entropia (consultar |20, 82l 11351 [157| para una explicacion mas detallada). 

Algunos autores 1 156 . 165 [ opinan que inflacionno resuelve el problema si no que de hecho 
lo agrava [ver tambien 166, 168 169 1. Esta argumentacion se basa en el hecho de tener con- 
diciones iniciales de baja entropfa es muy poco probable (entre mas baja, mas improbable), 
entonces, ya que el recalentamiento al final de inflacion incrementa la entropia en varios or- 
denes de magnitud, hace necesario que el estado del universo al principio de inflacion fuera 
mucho mas ordenado que en el modelo estandar cosmologico sin inflacion. 

■ Problema del origen de las fluctuaciones cosmologicas. Este problema es presentado como resuelto 
por la inflacion, pero como se vera en el capftulo siguiente esto no es del todo claro, ver 
tambien H170U202ti204l 



1.7 Modelo de Concordancia: A-CDM 



Finalmente, en esta seccion, expresaremos el modelo de concordancia cosmologico y establecere- 
mos las modificaciones a las ecuaciones con las que estaremos trabajando. 

Se le conoce como modelo de concordancia cosmologico al modelo A CDM, porque es el modelo 
que con las caracteristicas dadas abajo es el que mejor explica las observaciones [93 196 J. Este pa- 
radigma cosmologico es, en pocas palabras, lo siguiente: una era de gravedad cudntica de algun tipo , 
seguida por inflacion; una epoca de big-bang caliente; desacople de materia y radiation; inestabilidad gravi- 
tational que conlleva a la formation de cumulos degalaxias que surgen de las "semillas" de perturbaciones 
de densidad de la LSS 11671 . 

Observaciones recientes 1 196 1 concuerdan en que la composicion del universo es O^g ~ 0,76, 
C DM ~ 0,20, n B ~ 0,04 y Cl rad ~5x 10~ 5 . La constante de Hubble es H = lOO/zkms^Mpc 
con h = 0,73 ± 0,03 (721 . Ademas, la geometrfa espacial es muy cercana a plana (y regularmente 
se supone exactamente plana), y las perturbaciones iniciales son Gaussianas,adiabaticas y con un 
espectro muy cercano a invariante de escala (ver explicacion del porque de estas caracteristicas en 
el siguiente capitulo) |8J. 



51 La densidad de entropia s se obtiene de la ecuacion 
total de una region esta dada por S = sV. El volumen de 



1.70 aplicada a los fotones (g = 2) i.e. s = — n 2 T^. La entropia 
la region contenida en un radio de Hubble puede aproximarse 



mediante Vfj = 3 . 

52 Esta pregunta da pie a varias otras preguntas como por ejemplo ^Es valida la segunda ley durante toda la evolucion 
del universo?^Existen otras fuentes importantes a la entropia ademas de la del CBR?^E1 campo gravitatorio es fuente de 
entropia?^C6mo asociar entropia a un campo gravitatorio? 1 82, 165 166 169] 
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CAPfTULO 2 

ANALISIS CRITICO A LA FORMACION DE LAS FLUCTUACIONES PRIMORDIALES 



In science, 'fact' can only mean 'confirmed 
to such a degree that it would be perverse 
to withhold provisional assent.' I suppose 
that apples might start to rise tomorrow, 
but the possibility does not merit equal 
time in physics classrooms. 

Stephen Jay Gould (1941 - 2002) 



2.1 Introduction 



En el capftulo anterior se hizo una revision con cierto detalle de la ffsica detras de la cosmologfa 
moderna. Usando el modelo cosmologico estandar y suplementandolo con el paradigma inflacio- 
nario, se pudieron explicar fenomenos tales como la expansion, la homogeneidad, la planitud, la 
nucleosrntesis, el fondo de radiation cosmica, etc. 

Basta observar alrededor nuestro para notar que la aproximacion hecha en el caprtulo[T]sobre la 
homogeneidad e isotropia del universo no es valida a escalas menores que 100 Mpc. Las existencia 
de estructuras cosmologicas tales como clusters de galaxias observadas en la actualidad, se expli- 
can a traves de la teorfa de formation de estructura. Esta teoria presupone que en epocas muy 
tempranas (i.e. al principio o antes de la epoca dominada por radiation) existfan ciertas desvia- 
ciones de la homogeneidad e isotropia que evolucionaron mediante procesos ffsicos conocidos 
hasta convertirse en la estructura que observamos actualmente. La epoca dominada por radiation 
(y epocas anteriores) no puede ser observada mediante ondas electromagneticas debido a que el 
universo era opaco (recuerdese que antes del desacople del foton el camino medio libre de esta 
particula era despreciable) por lo que la evidencia de la existencia de estas perturbaciones primor- 



diales debemos buscarla en la Superficie de Ultima Dispersion I LSS i y en particular en los f otones 
emitidos desde ella: el Fondo de Radiation Cosmica | |CBRL Estas desviaciones o fluctuaciones de 
la homogeneidad e isotropia fueron observadas por primera vez (fig.|1.4| en el CBR por el Radio- 



metro de Microondas Diferencial [ DMR) del satelite COBE a principios de la decada de 1990 111941 . 
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Notese que la teorfa de formacion de estructura no dice nada sobre el origen de las desviaciones 
de homogeneidad e isotropfa primordiales, para ello necesitamos considerar otra teorfa que lo 
explique. 

En este capftulo discutiremos el tratamiento de la formacion de la estructura. Debido a la extension 
del tema, nos limitaremos a darle una revision relativamente rapida a los resultados y desarrollos 
mas importantes. Empezaremos, primero, por mencionar los conceptos estadfsticos que se utili- 
zan en las observaciones de la del fondo de radiacion cosmica y la ffsica que se ve reflejada en su 
espectro de potencias. Luego, repasaremos la teorfa de perturbaciones en Relatividad General apli- 
cada a la cosmologfa. Usando la teorfa de perturbaciones a un orden lineal podremos obtener las 
ecuaciones que rigen el crecimiento de las perturbaciones primordiales en la densidad, velocidad y 
entropfa de la materia contenida por el universo. Por ultimo, presentaremos las distintas propues- 
tas de solution a la siguiente pregunta: en un universo homogeneo e isotropico, ,;C6mo surgen 
las perturbaciones primordiales? Estudiaremos dos propuestas de solucion. Ambas propuestas 
estudiadas en este capftulo atribuyen el origen a la evolucion cuantica del campo inflatonico. La 
primera -la estandar- es parte del modelo inflacionario y atribuye la aparicion de las inhomoge- 
neidades a una identificacion -no del todo justificada- de cantidades cuanticas con cantidades 
clasicas. En esta propuesta las "fluctuaciones cuanticas" siguen unicamente la evolucion (unitaria) 
dictada por la mecanica cuantica, por lo que, ademas de la dudosa identificacion cuantica-clasica 
de algunas cantidades, no explica como se "rompen" las simetrfas de homogeneidad e isotropfa 
del sistema Einstein-inflaton ya que la evolucion unitaria cuantica del sistema preserva dichas 



simetrfas. Estas crfticas fueron presentadas in extensis en [170] por Perez, Sahlmann y Sudarsky 



autores que ademas de presentar los puntos oscuros de la explication estandar, propusieron una 
solucion: el origen de las perturbaciones se logra mediante la consideration en la dinamica del 
sistema Einsten-inflaton del proceso de reduccion o colapso de la funcion de onda del inflaton. 
La solucion propuesta esta basada en ideas de Roger Penrose 1 166-169 1 sobre la interaction de la 
gravedad y mecanica cuantica, en especffico sobre el papel de la gravedad en la reduccion de la 
funcion de onda. La nueva ffsica para generar las semillas de la estructura esta contenida en la 11a- 
mada hipotesis del colapso. Mostraremos como esta idea puede resolver el problema de la formacion 
de asimetrfas del universo. El desarrollo de esta idea es el tema principal de este trabajo de tesis y 
se presentara en el capftulo [3] 



2.2 Anisotropfa del Fondo de Radiacion Cosmica 



Como se vio en el capftulo anterior (£ 1.5.1} , la simple existencia del CBR (o, como es conocido 
comunmente, Fondo Cosmico de Micro-ondas ICMB I 1 ) es una evidencia crucial para el modelo 
cosmologico estandar, pero ademas de eso, el CBR se ha convertido en el principal instrumento pa- 
ra estudiar el universo [148 194 1 . De su observation se obtiene informacion relativa a la curvatura 
de las hipersuperficies espaciales Ef (pag.|6j, a la densidad de la materia barionica pg y la densidad 

1 En la actualidad el CBR tiene su funcion de cuerpo negro tiene frecuencias en el regimen de las microondas, debido 
al redshift ocasionado por la expansion del universo. 
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de materia oscura Pom> a l parametro de Hubble normalizado (h = Hq/ 100), la profundidad optica 
(t) (pie de la pagina|33j y a la caracterizacion del espectro de potencia de las fluctuaciones iniciales 
(A, n, r) (ibid.). Hay que notar que algunos de esos parametros usando solamente el estudio del 
CBR no son observacionalmente independientes. 

La caracterlstica mas importante del CBR es que presenta un espectro de cuerpo negro a una tem- 
peratura de To = 2,725 K. El espectro de la temperatura del CMB a lo largo de cualquier direccion 
n es el espectro de un cuerpo negro con una temperatura T(n) con fluctuaciones <5T(n) en el rango 
de 10~ 5 de la temperatura promedio 2 Tg. Esta variacion de la temperatura fue descubierta por el 
satelite COsmic Background Explorer I COBE} [ 194 [ en 1992 y luego estudiada con mayor precision 



por el Wilkinson Microwave Anisotropy Probe ||WMAP[| [93 . 148. 11961 



2.2.1 Descripcion estadistica del CMB 



Definimos como observable de las fluctuaciones del CMB a la desviacion relativa de la temperatura 

o contraste de la temperatura, 

0(A) = = — / d 3 k e* ' * 0(k), (2.1) 



T (27T) 3 / 2 

donde k es el numero de onda de la transformation de Fourier, x = Rd^, l a distancia vectorial 
hasta la LSS y n es un vector unitario del momento del foton. En esta expresion hemos ajustado el 
sistema de coordenadas para que la posicion del observador sea {f] ], s = t]o, x ^ s = 0). El contraste 



de temperatura 1 2.1 1 se puede descomponer en armonicos esfericos Y; m (n), 

@{n,n) = YLlYLm^lmiA), (2.2) 

donde la sumatoria va de I = 1,2, . . . , oo y m = Entonces se tienen 21 + 1 valores de m 

por cada I. Loas armonicos esfericos forman un conjunto ortonormal de funciones sobre la esfera, 
por lo que podemos calcular los coeficientes multipolares fl; m mediante 



a lm = J dnr; m (n)0(n). (2.3) 
Podemos insertar en esta ultima ecuacion, la expansion en el espacio de Fourier de0(n,/j) (segun- 



da igualdad de 1 2.1 ), 



a lm = tA^2 l d ^l d 3 kYf m (n)Q(k)e' k -\ (2.4) 



(27T) 3 / 2 

usando el desarrollo de la onda plana en armonicos esfericos 

47T /",„/" ,5, , ^ ^ . 



Ulm = (2^72 l dn ] d3kY im( A ) Lv Lm> il U> (^ D ) Y? M , (t) Y Frn , (A)0(k), (2.5) 



2 Esto es cierto luego de eliminar una perturbacion dipolar que surge debido a nuestro movimiento peculiar a traves 
del marco en reposo del CBR. 
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donde /; (x) son las funciones esfericas de Bessel, 

= ^Ji+i/ 2 (x) t (2.6) 

y J(x) son las funciones de Bessel de primer tipo. Finalmente, empleando la ortogonalidad de los 
armonicos esfericos llegamos a 

aim = (2^72 1 d3kY nn^)h(kx)®(k). (2.7) 

Modelaremos a 0(n) como un campo aleatorio 3 , lo que significa que su valor en cada punto del 
CMB es una variable aleatoria 4 . Observaciones (e.g. [ 148 1 ) indican que las anisotroplas se pueden 
modelar como un campo aleatorio gaussiano, i.e. , las variables aleatorias del campo aleatorio tienen 
una distribution de probabilidad gaussiana. Para campos aleatorios gaussianos toda la information 
estadfstica esta contenida en el primer momento y en la funcion de autocorrelation de dos puntos 
la cual da la covarianza entre las variables aleatorias. Asi la funcion de correlacion de dos puntos 
de la temperatura entre dos direcciones denotadas por ni y fki puede ser escrita como sigue 



C(0)=0(Ai,J7o)®(A2,J7o) (2.8) 

con cos 8 = &i ■ j\2- La barra horizontal indica promedio sobre un ensamble (teorico) de universos 5 . 

Notese que la funcion de correlacion | |2.8| solo depende de la separation de las dos direcciones, i.e. 
no depende del angulo azimutal. Esto es un reflejo de que suponemos que la estadfstica deberfa 
heredar las simetrfas del espacio-tiempo de fondo (i.e. , no perturbado) que en nuestro caso es la 
metrica de Robertson- Walker I RW| debe de ser independiente de la position espacial (homogenei- 



dad) e invariante ante rotaciones, i.e. , el promedio sobre el ensamble de 0L\ m depende unicamente 6 
de I y no de m, 



3 Es una generalization de un proceso estocastico (dado un espacio de probabilidad (O, T, P), un proceso estocastico 
(o proceso aleatorio) en el espacio de estados X es una coleccion de variables aleatorias X— valuadas indexadas por el 
conjunto T ("tiempo"). Esto es, un proceso estocastico F es la coleccion {Ft : t 6 T}.) en el cual el parametro t no es un 
simple numero real, sino que puede ser un campo vectorial multidimensional o inclusive una variedad. 

4 De manera formal una variable aleatoria se puede definir como sigue: Sea (O, T , V) un espacio de probabilidad (el 
triplete del espacio de probabilidad es O es el espacio de muestra, T es el cr-algebra de subconjuntos de fi y V la medida 
en (O, T)) y (Y, Z) un espacio de medida. Entonces la variable aleatoria X es la funcion de medida X : O — » Y. Las pre- 
imagenes de los subconjuntos Y (e E) son eventos (6 T) y tienen asignada una probabilidad P. Se puede ver que el 
nombre de variable es incorrecto ya que en realidad es una funcion. 

5 Para que la afirmacion anterior tenga sentido es necesario considerar un ensamble de universos, i.e. el campo S en cada 
punto del espacio tendra un valor diferente en cada uno de los universos miembros del ensamble, con una varianza (<5 2 ) 
entre miembros del ensamble. La homogeneidad estadfstica del campo S significa que la varianza es independiente de la 
position. Obviamente el campo que estamos estudiando es un miembro de este ensamble i.e. una realizacion del proceso 
estadfstico. 

Si solo tenemos acceso a un miembro (nuestro universo) de este ensamble de universos (suponiendo que el ensamble 
existe) ^Como podemos medir la varianza (<5 2 )? La mejor respuesta a este dilema es realizar mediciones en partes muy 
separadas del espacio, dado que los valores del campo S estas diferentes partes del se supone que estan causalmente 
desconectados. En otras palabras, estamos haciendo la identification: promedio sobre el volumen = promedio sobre el 
ensamble. 

6 De una manera intuitiva / se refiere al tamano angular de la anisotropfa, mientras que m esta relacionado con la 
"orientation". 
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donde Q es conocido como el espectro de potencias angular (teorico) de las anisotropias de la tempe- 
ratura. La relacion \2.9\ implica 

c ( e ) = h E/( 2 ' + • ft 2). (2.10) 

Antes de proseguir es importante notar dos cosas en las graficas generadas (e.g. fig. |2.3[ del estudio 
de las observaciones del CMB : (a) estan presentadas en terminos de Q/(/ + l)/2n, la explication 
de esta election se debe a la siguiente relacion aproximada 

1 47T J 2tt 1 

i.e. QZ(Z + l)/2n es aproximadamente la potencia por intervalo logaritmico de /; (b) el eje vertical 
tiene unidades de (|-iK) 2 , esto se debe simplemente a que en lugar de estar trabajando con 0(n) 
usan la fluctuation de temperatura absoluta ST = To®. 



Discrepancia Cosmica. La teoria predice los valores de expectation |fl; m | 2 de los procesos estocas- 
ticos responsables de la anisotropla del CMB, pero solo podemos observar una realization de este 
proceso aleatorio: el conjunto {fl; m } de nuestro CMB. Por lo que definimos el espectro de potencias 
angular observado como el promedio 

de los valores de «/„, observados. El valor de expectation de Q es igual a el espectro teorico Q, i.e. 
Q = Q, pero el valor de una realization en general no es igual al valor teorico. Podemos estimar 
el valor de expectation de la diferencia cuadratica entre Q y Q: 

^- C ') 2 ., (212) 

q V 2TT1' (Z12) 

Podemos observar que esta cantidad es menor para / grandes. Esto se debe a que la muestra esta- 
distica (2/ + 1) de fl/ m crece conforme aumentamos /. Esta limitation, que es grave para los multipo- 
los bajos, recibe el nombre de discrepancia cosmica 7 . Como es de esperarse, en la practica, nuestras 
observaciones distan del caso ideal y la discrepancia es mayor que la dada por la relacion 1 2.12} . 



7 En ingles es cosmic variance 
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2.2.2 Ffsica de las anisotropfas del CMB 



La ffsica que da lugar a las inhomogeneidades y anisotropfas de la temperatura se puede enten- 
der facilmente. Los principales tres mecanismos para producir las anisotropfas a gran escala son: 
(a) diferencias en el potencial gravitatorio entre un punto en particular en el espacio y el observa- 
dor. Esta diferencia de potencial resultara en que la radiacion propagandose entre el punto y el 
observador tenga un corrimiento al rojo o al azul. Este mecanismo es conocido como Efecto de 
Sachs-Wolfe lSW}.(b) Presion: Los bariones al caer en los pozos potenciales colisionan con los foto- 



nes provocando oscilaciones de compresion y rarefaccion. El efecto de la compresion/ rarefaccion 
produce el cambio en la temperatura de una manera analoga a los cambios de presion adiabati- 
ca de un gas ideal (c) velocidad: Los bariones se aceleran al caer en los pozos de gravitacional, en 
el maximo de la compresion y/o rarefaccion alcanzaran su minima velocidad, desplazandose su 
fase respecto a las oscilaciones en n/2. Estas ondas desfasadas provocaran un efecto Doppler en 
el campo de fotones. De los tres mecanismos mencionados el mas importante para este trabajo 
de tesis es el efecto SW. La importancia del efecto SW se debe a que contiene informacion de las 
perturbaciones primordial es. 

Los mecanismos que imprimen las anisotropfas en la temperatura del CMB, aunque bien enten- 
didos, son diffciles de calcular de manera analftica y por lo regular se usan codigos numericos, 
el mas popular de ellos es el CMBFAST 1 192 [. Notese que por su naturaleza los tres mecanismos 
dominan en diferentes escalas: el efecto SW domina a escalas mayo res que el radio de Hubble y los 
otros dos mecanismos dominan dentro del radio de Hubble, debido a esto es conveniente dividir 



en tres rangos de escalas el estudio del espectro ll9l ll91L justo como se muestra en la figura 2.1 



Efecto Sachs-Wolfe Integrado, (I < 10) El Efecto de Sachs-Wolfe Integrado |ISW \, se debe a varia- 
ciones temporales de las perturbaciones de la metrica. 



Efecto Sachs-Wolfe, (10 < I < 100). El horizonte de partfculas en la epoca del LSS corresponde 
aproximadamente 8 a / ~ 100, anisotropfas mayores a esta escala no han evolucionado significati- 
vamente y por lo tanto, reflejan las "fluctuaciones primordiales" (las cuales serviran como condi- 
ciones iniciales para las ecuaciones de formacion de la estructura cf. |2.3[ . El efecto del redshift gra- 
vitacional sobre la temperatura (energfa) de los fotones, es conocido como efecto de Sachs-Wolfe, 
y su formula a esta dada por ( 2.16} siendo ip la perturbacion gravitacional a primer orden. Si el 



espectro de potencias de las perturbaciones primordiales es invariante de escala (piano), entonces 
1(1 + 1)Q ~ constante para l's pequenos. 



Esto se puede calcular de manera aproximada como sigue, usando |l,86| , para calcular el horizonte de particulas en el 
tiempo de desacople tj, obtenemos d l Hp (t,i) ~ 0,168/; _1 Mpc / si calculamos su tamano hoy, ~ d c H p{td){ a v>l a d) — 184/! _1 Mpc, 



que comparado con la distancia que viajaron los fotones (i.e. la distancia al LSS) 1.84 , D c = Hq J" (dt' / a(t')) ~ 6000 Mpc, 



el angulo subtendido es 8 ~ 184/ 6000 ~ 2°, que a su vez esta relacionado con el multipolo / mediante 8 ~ n/1, i.e. / ~ 100. 
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Figura 2.1: Espectro teorico de las anisotropias del CMB. Se muestran los diferentes procesos flsicos que le dan su forma. 
Tambien se muestra, con una Hnea punteada la contribution de las ondas gravitacionales. Esta imagenfue tomada de 
Scott y Smoot\\2008\ HT9Tl . 



Esencialmente, la formula 9 del efecto de Sachs- Wolfe 1571 |97l |98l es simplemente el redshift que 
suf ren los fotones en su trayecto desde el LSS hasta el observador. La situation geometrica en la 
cual vamos a realizar el calculo es la siguiente. En la esfera celeste que forma el LSS podemos des- 
componer la temperatura en un punto (8, <p), o lo que es lo mismo el punto seflalado por el tres 
vector que parte de nuestra position n, en su parte promedio (o de fondo) T(f) y la fluctuation en 
dicho punto d~T(x, t) : T(x, t) = T(f ) + ST(x, t), justo como hicimos en la seccion anterior. Luego 
del LSS los fotones no colisionan mas con la materia (i.e. , el camino libre medio de los fotones se 
volvio mas grande que el radio de Hubble) y ya no forman un componente que "genere gravita- 
cion" de manera importante i.e. ya no es la especie dominante en la epoca que sigue al desacople. 
Los fotones, entonces se pueden considerar libres y partfculas de prueba, por lo que seguiran la 
geodesica x a (A) del espacio-tiempo real. El parametro A es el parametro afin y el vector tangente 
a esta geodesica es k" = dx a / d\. Podemos aproximar la geodesica del espacio-tiempo real como 
una perturbacion de primer orden de la geodesica del espacio-tiempo de FL. A primer orden de 
perturbation, el vector tiene componentes k° = a" 1 (lo + 5 to) yk' = —tva^ 1 (e' + Se 1 ), donde lo es 
la energfa del foton medida por un observador y e l es el vector unitario espacial de propagation 
del foton. Las temperaturas del CMB en dos diferentes puntos a los que llamaremos E (evento 
de emision, determinado por la intersection de la geodesica de emision y el LSS) y O (evento de 



9 Existen algunos artfculos fprincipalmente l219l en los cuales se hacen aproximaciones heuristicas que en realidad no 
son aplicables a escalas superiores al radio de Hubble [ver critica en |97). Para expresiones invariantes de norma ver |98|, 
si desea una demostracion exclusivamente geometrica de este efecto ver 1 131 132 [. 
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observation, aqui y ahora) a lo largo de una geodesica nula en la direction de observation son 

(2.13) 



To 
T E 



(k a u a )o 

(k a U a ) E 



donde u a en O y E es la cuatro-velocidad de los observadores en el evento de observation y 
de emision respectivamente. Ahora descompondremos la temperatura observada en una parte 
homogenea y su perturbation a primer orden: T{xq, to',§o) ~ T{xq, to) + ST(xo, to'r§o) 

Con estas especificaciones el paso siguiente es escribir las ecuaciones perturbadas de (i) la condi- 
tion de vector nulo k a k a = 0, (ii) la ecuacion geodesica k a b k b = y la ecuacion 1 2.13 1. 



Considerando unicamente las perturbaciones escalares ( cf. Il43l o ver apendice |A| para una expli- 
cation detallada de esta descomposicion) 



ST 

Y 



donde Ij 



o 



ST 
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-v„e 



O k 



o 



o 



[ip-cp]'dy 



(2.14) 



'Srj ~ e<l 5x« ' es decir l a integral se hace a lo largo de la geodesica nula. Podemos absor- 
ber el termino que no muestra dependencia angular i.e. ip dentro de la definition de temperatura 
de fondo y acomodar terminos como sigue: 



ST 
Y 



o 



ST 

Y 
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-v„e" 
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[ip-cpj'dy 



(2.15) 



Esta es la expresion general del efecto de Sachs- Wolfe. Al primer termino del lado derecho en la 
literatura se le llama efecto de Sachs-Wolfe ordinario y describe las perturbaciones tanto gravitatorias 
como del plasma en la LSS. El segundo y tercer termino son efectos Doppler debidos al movimiento 
entre el observador y el plasma y el ultimo termino es el efecto integral de Sachs-Wolfe. Es importante 
notar que esta descomposicion es heurlstica ya que no existe una manera generica en Relatividad 
General de distinguir los efectos de redshift debidos al efecto Doppler de los efectos de redshift 
gravitatorios. Para obtener la expresion encontrada en la literatura se deben hacer las suposiciones 
siguientes: (i) las perturbaciones primordiales son adiabaticas, i.e. , S = Sqm — \$rad — 0/ 10 (ii) a l 



momento del desacople (26 1 los bariones y los fotones forman un fluido ideal; (iii) el universo es 
piano y no contiene energfa oscura i.e. K — A — 0; (iv) la ecuacion de estado de la materia es p = 
al tiempo del desacople y posterior; y finalmente (v) despreciar la solution decreciente (ver S |2.3) 
de^ 



ST 

Y 



l 



o 



(2.16) 



10 Las perturbaciones adiabaticas se definen como aquellas que afectan a todas las especies de tal manera que las razones 
de los mimeros de densidad permanecen sin perturbar: S(nx/tiy) = 0. En terminos de las densidades de energia las 
perturbaciones adiabaticas estan caracterizadas por las siguientes relaciones (l/4)<5-v = (1/3)<5dm = (1 /3)Sg. Si la ecuacion 
de estado es p = p(p) las perturbaciones son necesariamente adiabaticas. Como las perturbaciones adiabaticas estan 
asociadas a la perturbacion de la curvatura via las ECE, tambien se les conoce como perturbaciones de curvatura. Por otro 
lado es posible perturbar -dado que hay multiples componentes o especies- a las densidades de energia de la materia sin 
perturbar la geometria, a este tipo de perturbacion se le conoce como perturbacion isocurvatura. 



60 



ANISOTROPIA DEL FONDO DE RADIACION COSMICA 



Es importante recalcar que el efecto Sachs- Wolfe ( 2.15| > es el dominante a escalas mayores que el 
radio de Hubble al momenta del LSS, pero a escalas menores, la ffsica de plasmas domina y este 
analisis debe de ser complementado con la ecuacion de Boltzmann. 



Picos acusticos, (100 < I < 1000). La forma del espectro de potencias es consecuencia de las 
oscilaciones provocadas por la gravedad en el plasma antes de que los atomos se vuelvan neutrales 



(para una explication basica ver el articulo de divulgation de Hu y White 2004 1. 

Antes del tiempo de recombination, las especies de elementos se podlan clasificar en dos grupos: 
un plasma formado por materia barionica (protones y electrones) y los fotones fuertemente aco- 
plados de tal manera que se pueden considerar un fluido perfecto; y materia oscura la cual es la 
especie dominante en cuanto a su densidad de energia y genera el potential gravitatorio en el cual 
esta inmerso el plasma de bariones y fotones. La materia oscura a traves del potencial gravitatio- 
nal induce oscilaciones en el fluido barionico-fotanico, y por su parte, la presion de la radiation 
actua como fuerza restauradora. El papel de los bariones es la de aportar una pequena cantidad 
de inertia. 

Al terminar la recombination, la radiation (fotones) se desacoplan de la materia y viajan libre- 
mente hacia nosotros. Las fases de las oscilaciones se "congelan" (i.e. , no evolucionan mas) y se 
proyectan en el CMB como una serie de picos armonicos. El pico maximo es el modo que alcanzo 
a recorrer un cuarto del periodo, alcanzando una maxima compresion. Los picos pares correspon- 
den a densidades por abajo de la media y son regularmente menores que los picos impares ya que 
en el "rebote" (restauracion) deben de sobreponerse tambien a la inertia de los bariones. Los valles 
no alcanzan hasta cero debido al efecto Doppler. 



Amortiguamiento, (I > 1000). La recombination no es un proceso instantaneo. Su duration se 
ve reflejada en el hecho que la LSS no es una superficie, si no que posee un espesor. Las escalas 
menores que este espesor se ven amortiguadas. Este efecto,conocido como Efecto Silk, virtualmente 
corta el espectro de potencias en I ~ 2000. El efecto Silk se puede entender como un efecto de 
difusion entre los bariones y fotones del fluido. Otro efecto importante a estas escalas es el lente 
gravitational, pero este efecto se debe a estructuras cercanas a nosotros (galaxias, clusters, etc.), 
por lo cual se le clasifica como efecto no primordial o secundario. 



Resultados del estudio del CMB. 



A la fecha, luego del experimento WMAP (ver figuras 2.2 y |2.3} y en espera del lanzamiento del 
satelite PLANCK 11 , el estudio del CMB ha dado los siguientes resultados |191|: 



n Pagina web: http : / / www . rssd . esa . int /index . php?pro ject=Planck 
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WMAP 5-year 

-200 T(|iK) +200 

Figura 2.2: Mapa (WMAP ano 5)de fluctuaciones de la temperatura ( *w ] luego de reducir el ruido y eliminar 



obs 



el dipolo. Los puntos amarillos y rojos son mas calientes que el promedio, los azules mdsfrios que el promedio. Figura 
tomada de \Nolta y otros\\2009\l!T48i . 



El universo paso por una etapa de recombinacion (cf. 1.3.1} enz ~ 1100 y empezo a re- 
ionizarse en z ~ 10 

La geometria del universo es muy cercana a la plana, 0,98 < O < 1,08 

Materia oscura y Energfa oscura son requeridas para explicar la geometria plana, la estruc- 
tura del espectro de potencias del CMB (profundidad de los picos etc.) y la formacion de 
estructura. 

La inestabilidad gravitacional es suficiente para hacer crecer las fluctuaciones hasta las es- 
tructuras a gran escala observadas en la actualidad. 

Las perturbaciones iniciales fueron adiabdticas y con caracterfsticas de campos aleatorios 
gaussianos. 



2.3 Formacion de estructura 



Un universo perfectamente homogeneo e isotropico, permanecera homogeneo e isotropico cuan- 
do es evolucionado con las Ecuaciones de Campo de Einstein ( ECE[ ya que su dinamica preserva 
estas simetrias. Para producir desviaciones de la homogeneidad perfecta es necesario suponer en 
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fiODO 




100 KKJ 



Figura 2.3: Espectro de potencias de las anisotroptas del CMB, tomadas por WMAP ano 5. Figura tomada de Nolta y 
otros\\2009\nW. 



el marco del modelo estandar de la cosmologia la existencia de pequenas inhomogeneidades de la 
densidad de energia en el universo temprano. El estudio de la formation de estructura se encarga de 
estudiar la generacion y la evolucion de estas inhomogeneidades. La comprension actual es que 
las fluctuaciones primordiales se amplificaron debido a su inestabilidad gravitacional y formaron 
la estructura a gran escala que observamos en el presente. El problema de la formacion de estruc- 
tura se puede dividir en dos partes: (a) la generation de las inhomogeneidades primordiales, y (b) el 
crecimiento debido a la evolucion de esas inhomogeneidades en la estructura que observamos. 

Esta segunda parte de la formacion de estructura debe de especificar la evolucion o amplification 



del contraste de densidad o densidad relativa 5 = 



P(x) 



desde una amplitud 5 ~ 10~ 5 en el 

LSS (z ~ 1100) hasta un contraste de densidad del orden de 8 ~ 10 2 para galaxias en z < < 1, esto 
es un requerimiento necesario para una teoria consistente de formacion de estructura [ 152 [. Mas 



adelante, en la 62.4 describiremos como pueden obtenerse estas inhomogeneidades primordiales, 
pero por ahora nos concentraremos unicamente en su evolucion una vez que aparecieron. 

Mientras las perturbaciones permanezcan pequenas es posible usar teoria lineal de perturbacio- 
nes en Relatividad General, desarrollada a detalle en el apendice|A] La teoria de perturbaciones 
en Relatividad General presenta problemas de eleccion de norma que dificultan la interpretacion 
ffsica de las perturbaciones, es decir, es diffcil saber si las perturbaciones en la metrica o en el 
campo de densidad de energia son fisicos o aparecen por la eleccion de coordenadas en las cuales 
se esta calculando. Debido a este problema es preferible expresar todas las ecuaciones de manera 
invariante ante transformaciones de norma , aunque existe la posibilidad de elegir una norma en 
la cual se garantice la interpretacion ffsica de todas las variables y no contenga elementos espurios 
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coordenados . En esta seccion no se discutiran los detalles y sutilezas del metodo perturbativo en 
Relatividad y se remitira al lector interesado al apendice[A|o al articulo |43|. 

La idea basica de la teorfa lineal de perturbaciones es sencilla: perturbaremos la metrica g ab — >■ 
gab + figab' y e l tensor de energfa-momento T a j, — > T ab + 5T ab . Sustituyendo estas perturbaciones en 
las ECE, se obtienen ecuaciones perturbadas de la forma L[g a b]dgab = ^abi donde L es un operador 
diferencial de segundo orden que depende de la metrica de fondo g a \,. En el caso particular de 
los universos FL espacialmente pianos (K = 0) es preferible descomponer las perturbaciones en 
modos de Fourier, 

L(a(t),k)Sg ab (t,k) = ST ab (t,k). (2.17) 



Como se mostrara mas adelante, el comportamiento de cada uno de los modos depende del valor 
relativo de A(f) comparado con dn(t). Cuando A(f) = du{t), se dice que el modo estd entrando 
al radio de Hubble. Las longitudes de onda pueden entrar al radio de Hubble cuando el universo 
esta dominado por radiacion o por materia. Definiendo a A e(? a la longitud que entra al radio de 
Hubble cuando las densidades de materia y radiacion son iguales (f = t ec! ), tenemos que si A > A eC j 
entonces el modo entra en la fase dominada por materia, y en caso contrario (A < X ea ) el modo 
entra en la epoca dominada por radiacion. 

Para describir la formacion de estructura en el universo, es necesario encontrar como evolucio- 
nan las perturbaciones de las tres especies de materia que conforman al universo 13 : bariones (Pb), 
materia oscura (Pdm) Y radiacion (jOr). Para fines de calculo, se supondra que la materia oscu- 
ra esta conformada por partfculas de masa m^yi, la materia oscura se desacopla del plasma a 
la temperatura T = T^ M y sus partfculas se vuelven no-relativistas despues del tiempo t^ M , 
T(fp M ) = T'ff M ~ wjdm- Los modelos actuales de materia oscura (cf. |8J) apuntan a que TjJm > ^«7' 



i.e. fp M < t ea . Por su parte los bariones permanecen acoplados con la materia hasta t d (ver 1.3.1 1. 
Es convencional en la literatura introducir la velocidad de sonido de la especie X (bariones, DM, 
radiacion) mediante c^ x = (px/px)- 

Procederemos a elaborar formalmente lo dicho en los parrafos anteriores sin llegar a las profundi- 
dades que se presentan en el apendice A.3 El punto de partida es la metrica perturbada de RW a 
primer orden, 

ds 2 = [g^+Sgjtv] dxt'dx v = a 2 (t]) -drj 1 + jij{x)dx'dxi +h }W (x,rj)dx^ l dx v (2.18) 



donde las perturbaciones de la metrica estan dadas por h flv = Sgi W /a 2 , 7,y es la 3-metrica de 
las hipersuperficies espaciales que folian el espacio-tiempo de fondo Ef (el espacio-tiempo sin 
perturbar, i.e. el descrito por la metrica de RW) y x representa a las tres componentes espaciales: 



12 Un ejemplo de una norma con problemas de grados de libertad no fisicos de este tipo es la norma sincronica (cf. pag. 
11701 que lamentablemente fue la mas usada al principio del desarrollo de la teorfa de perturbaciones cosmologica. Por otro 
lado un ejemplo de election de norma sin estos problemas es la norma de Poisson (cf. pag.|171| 

13 A esta epoca la densidad de energia de la DE es despreciable comparada con la de las demas especies, es por eso que 
es ignorada en lo que sigue. 
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Las perturbaciones a primer orden h t , v se pueden separar de una manera 3 + 1 como sigue: 

h 00 = -2<p, h oi = h i0 = u>i, hi] = 2(ipjij + S, y ), conY'Sy = 0. (2.19) 

donde y l l es la matriz inversa de 7^ y S« no tiene traza ya que fue puesta en ip. En las hipersu- 
perficies espaciales, usamos a 7^ o 7^ para bajar y subir indices espaciales. Ademas, las derivadas 
espaciales se especificaran usando el operador de derivada covariante 3-dimensional V, definido 
respecto a 7^. En este trabajo de tesis tratamos con espacios-tiempos de RW que son espacialemen- 
te pianos por lo que en el sistema de coordenadas elegido en el capitulojl^j = y V, = d/dx 1 . 



Se puede demostrar (cf. apendice A. 3 y [201J) que los componentes de huv se pueden descompo- 
ner en este caso en partes que transformen ante rotaciones en las hipersuperficies espaciales como 
escalares, vectoriales y tensoriales. Ademas esta division en el caso cosmologico a primer orden 
evolucionan de manera independiente. Este procedimiento empieza con descomposicion de cual- 
quier vector en sus partes longitudinales y transver sales: 



Wi = w\ + Wf- = 9,-h;II + wj-, donde V x w 11 = V • w x = 0. (2.20) 

Esta descomposicion vectorial esta basada en el teorema de Helmholtz 14 |198[. Los nombres de 
longitudinal y transversal para la descomposicion del vector w provienen de como es el vector w 
es paralelo o perpendicular respectivamente, respecto al vector de onda k de la transformacion de 
Fourier. Existe una descomposicion similar para un tensor de dos indices: 

S i/ = S|'+S£+S,f, (2.21) 

donde 

4 = ( SiS i ~ l v2 ) ^ S v = diS f + d i S ^' (Z22) 

y cumplen con S^djS-- = 0, S lk d k Sj^ = y 5 1 iSj j T — 0. Luego de estas descomposiciones 15 , pode- 
mos clasificar las variables de la perturbacion lineal como sigue: S^ T = hj? es la parte tensorial (o 
modo tensorial) de la perturbacion. La parte tensorial tiene dos grados de libertad y fisicamente 
representa a las ondas gravitacionales. Los modos vectoriales son wj~ y Sj- poseen cada uno dos 
grados de libertad y representan los efectos gravito-magneticos. Finalmente los modos escalares 
corresponden fisicamente a los efectos Newtonianos gravitacionales modificados relativisticamen- 
te. Estan representados por cuatro variables ip, <p, to« y En total tenemos 10 grados de libertad 
(2 tensoriales + 4 vectoriales + 4 escalares), de los cuales cuatro pueden ser eliminados fijando una 
norma, i.e. fijando un sistema de coordenadas. 

14 E1 teorema de Helmholtz establece que cualquier campo vectorial suave en tres dimensiones se puede expresar como 
la suma de dos campos vectoriales: uno longitudinal (libre de rotation o irrotacional) y otro transverso (libre de divergencia 
o solenoidal). Como corolario se ve que el campo vectorial puede ser generado por un par de potenciales: un potential 
escalar y uno vectorial. 

15 La nomenclatura expresada en terminos de h a i, es estandar en la presentation de teoria lineal de Relatividad General 
en libros de texto |215| y es la usada por 11401 , pero lamentablemente no es estandar en la comunidad cosmologica. En 
1 138 [, la signatura de la metrica es la usada por la comunidad de fisica de particulas y ademas los simbolos para identificar 
las perturbaciones estan cambiados. En otras referencias [112 128 185 200 201 [ a las perturbaciones escalares las llaman 
A, B,C,D(oE) que corresponderian (salvo signos) a {tp,wW, ip,\p s }, se le recomienda al lector ser cuidadoso en este enredo 
al consultar diversa bibliografia. 



65 



CRfTICA AL ORIGEN DE LA ESTRUCTURA PROPUESTA POR LA INFLACION 



En este trabajo de tesis se elegira la norma Newtoniana Conforme 16 , en la cual solo se toman en 
cuenta las perturbaciones escalares de la metrica y se hacen cero <p s yw^. Esta eleccion de norma 
es un caso especial de la norma de Poisson definida por 6'idjWj = S'id^Sjj = (ci.|a}. 

En la norma Newtoniana Conforme, la metrica tiene la forma, 



ds 2 = a 2 [rj) -(1 + 2(p)dt] 2 + (1 + 2tp)S ij dx i dxj 



(2.23) 



Esta norma tiene como principales ventajas que las expresiones obtenidas de las ECE se pueden 
interpretar ffsicamente de manera relativamente directa y que sus variables coinciden con las in- 
variantes de norma (cf. apendice[A|para ver mas a fondo esta cuestion). 

Ahora sustituiremos la metrica 1 2.23} en las ECE 1 1.35) (haciendo K — 0) y en I A.30) e identificare- 
mos los ordenes cero y lineal. Asl, los componentes del tensor de Einstein a orden cero son 



g v 1 = - ^K 2 , d i = - {pi + :k 2 ) , 



mientras que las componentes del tensor de Einstein a primer orden son 



^ {(3Kd v - A)t/> + 3JC 2 ^}, 



(2.24) 

(2.25a) 

(2.25b) 
(2.25c) 



5Gi> 



did'(ip-(p) + {(-A+23 2 +AKd^)xp+ (2J£a, 7 +Ad t] 'K + 2'K 2 + A)(j>\ 



(2.25d) 



Para modelar la materia se supondra que la DM y la radiacion pueden ser tratados como un fluido 

|L24) 



perfecto. Por lo que se usara el tensor de energia-momento T a j, dado por la ecuacion 1 1.24 1 

Tab = if + P)u a U b + pg ab , 

expandiendo T a b a primer orden obtenemos 

T '? = -p(x,tj) = -\p(t,)+6p(x,tj)], (2.26a) 

Ti n = [p{n) + v(.n)\vi{*,n) = \p(v) + p(v)] v,-w # (2.26b) 

T,* = [p( V )+Sp(x,r,)]S), 



(2.26c) 



16 La norma newtoniana conforme es la norma usada en los trabajos 1 22 52 112 128 135 155 185 |,para comparaciones 
con otras normas ver 1 121 138 [. Referencias usadas en esta tesis que no usan esta norma:] 152 153 163 [) 
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donde p, p son la densidad de energfa y la presion en el espacio-tiempo de fondo con metrica 
de RW, Vj = Sjjdx 1 / drj es la 3-velocidad del fluido (que se supone es no-relativista). En este con- 
junto de ecuaciones | |2.26| hemos hecho dos aproximaciones, la primera aproximacion es que el 
campo de 3-velocidad de la materia es irrotacional v = VW, i.e. W es el potencial de la veloci- 
dad; la segunda aproximacion es que la presion anisotropica 7tj 1 (la parte no-diagonal de T a b ) es 
despreciable comparada con la presion p. Estas aproximaciones son validas antes de la epoca de 
formacion de galaxias. 



Igualando orden a orden las perturbaciones de la metrica (2.25 1 con las perturbaciones del ten 



sor de energfa-momento ( 2.26} y haciendo una pequena manipulacion algebraica, se obtienen las 
ecuacion de Einstein en esta norma 17 , 



V 2 i/> = ATiGa 2 [Sp + 3K(p + p) W] , 

d,jxp + 'K^p = AnGa 2 (p + p)W, 
d 2 ip + 33idy,ip - {snGa 2 p^ ip = AnGa 2 Sp, 
ip-cp = 0. 



(2.27a) 

(2.27b) 
(2.27c) 
(2.27d) 



Las ecuaciones de movimiento del fluido perfecto [112, 200] se pueden obtener de la ecuacion de 
conservacion 1 1.41c i en la metrica (2.23 1 son, la ecuacion de continuidad (itf i 'V v TZ = 0), 



Sp' + 3M (Sp + Sp) + {p + p) (3i// + V 2 W) = 0, 
y la ecuacion de Euler (obtenida de la proyeccion espacial de V^T^ = 0): 



W'+ (1 -3c 2 ) KW + cp 



Sp 



p + p 



(2.28) 



(2.29) 



donde cf = — es la velocidad del sonido. 
P 

Hasta este momento, las ecuaciones (2.26 2.27 2.28 y |2.29^ son las ecuaciones de dictan la evo- 
lucion de las perturbaciones y pueden aplicarse en cualquier epoca cosmologica en las que sea 
valido aproximar a la materia como un fluido. 



Aproximacion de dosfluidos. Podemos especializar estas ecuaciones al periodo que va desde el 
fin de inflacion hasta la recombinacion. Supondremos que podemos describir los componentes del 
universo por dos fluidos perfectos: Materia Oscura (DM) y radiacion 18 . La densidad de energfa en 
este periodo es Sp(x, rj) = Pdm^dm{ x ' *]) + Praddrad( x > >?)/ en es t a ultima expresion hemos quitado 

17 Y bajo la transformation ip — > Y, <p — ^ O las ECE invariantes de norma. Se puede consultar el apendice|A]para el 
calculo invariante de norma, y haciendo la transformation inversa a la recien mencionada se obtienen estas ecuaciones. 

18 Radiaci6n incluye a fotones, electrones y bariones, ya que todos ellos son particulas ultra-relativistas en esta epoca y 
estan acopladas mediante dispersiones de Thomson 
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las barras a las cantidades de fondo (p — » p) y definimos los contrastes de densidad 5 = 5p/ p. 
La presion total es p(x, rj) = \p ra d{ a ) (1 + <W)- Suponiendo que las ecuaciones de dinamica de 
fluidos 1 2,29} , 1 2.28} son validas para cada especie, tenemos 



^dm + V 2 W dm + 3^ = 0, W' L 



DM T MWdM +1p = 0, 



3 r / 



v 2 w ra d + 3^ = o, w; fld + -j,. flrf + ^ = o. 



(2.30a) 
(2.30b) 



Necesitamos elegir una ECE para completar el sistema de ecuaciones ya que tenemos 5 incognitas 



(<W/ $DM/ W ra d, Wqm y V) y cuat ro ecuaciones 1 2.30 1, por conveniencia, elegiremos a la ecuacion 
1 2.27a} para cerrar el sistema. El sistema de ecuaciones se puede resolver de manera mas facil 
transformandolas al espacio de Fourier 19 , quedando 



<*dm " k 2 W DM + 3i// = 0, W' DM + KW DM + ip = 0, 



3 6> 



rad 



k z W, 



rad 



3i// = 0, Wl ad + ~S rad + ip = 0, 



k 2 ip = AnGa 2 [Sp + 3"K{p + p)W] . 



(2.31a) 

(2.31b) 
(2.31c) 



Notese que el vector de onda k es comovil, y por lo tanto la longitud de onda fisica eslna/ k, con 
|k| =k. 

Resulta conveniente para los calculos de f ormacion de estructura usar la variable y = a/a e q co- 
mo variable temporal en lugar del tiempo. La solucion a la ecuacion de Friedmann 1 1.38a} para 
dos componentes (radiacion y DM) se puede expresar en terminos de la nueva variable y de la 
siguiente manera [155 J: 



y = 



Pdm 



Prad a eq t]eq 



'1 



1/2 



La variable rj e q define tambien al vector de onda k ea = t]~^ . Usando las nuevas variables, manipu- 
lamos las ecuaciones 1 2.27b} , 1 2.27a} , (2.31 1 y ( 2.31c} para eliminar las variables de velocidad (Wjjmi 
W M d) y obtener tres ecuaciones de evolucion [155J para las tres incognitas restantes (ip, fejy, S ra ^), 



1 k 2 



i y 



, "DM T -O ra d 

y \ y 



(i + y)s' DM + = 3(i + yW + - 1^ 



i 



ik 2 



(1 + VKd + 2 3 "ad + 3 tftrad = 4(1 + yW + 2lf/ 



Ak 2 
3 k 2 



(2.33a) 



(2.33b) 



(2.33c) 



en estas ecuaciones {}' = d/dy. Para resolver este sistema de ecuaciones es necesario especificar as 



19 Esto se puede hacer en el universo que estamos estudiando ya que las hipersuperficies que folian el mismo, son planas. 
Si este no fuera el caso, esta transformacion aiin podria hacerse pero solo tendria una validez local. 
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condiciones iniciales, las cuales se suponen dadas 20 al principio de la fase dominada por radiacion 
y para los modos que son mas grandes que el radio de Hubble, i.e. y <C 1, k — > 0. En este limite las 
ecuaciones l |2.33| son 



yip'- 



y y 



K'ad 



;-C-v+2f. 



(2.34) 



El mecanismo que genera las perturbaciones iniciales con un valor i/>(y;, /) = ipi(k). La primera 
ecuacion (2.34 1 da 6 rad (yi,k) = —2ipj cuando y,- — > 0. Si restamos las ecuaciones para el contraste de 
densidad |2.31 1 vemos que en este limite (k — > 0) se conserva la adiabaticidad 21 , (S rad — S DM )' = 
k 2 ((A/3)W ra j — Wdm), por lo que d~DM(yi>k) = (3/4)i5 ra ^ = (3/2)i/?;. La ecuacion |2.33a i determina 
ip dados (ipi, 8dm, <W)- Finalmente, usando las otras dos ecuaciones de 1 2.33 1 tenemos S' DM (yi, k) = 



3ip', &' rad {yi,k) = 4ip' y obtenemos el conjunto total de condiciones iniciales (ver tabla 

Tabla 2.1: Condiciones iniciales para la epoca dominada por radiacion. 
Se supone que el mecanismo generador de las perturbaciones iniciales 
asigna al potential gravitational tp el valor ipi(yj, k), cuando y, — > 0. 



2.1 





$rad 


rad 




DM 


%{k) 




3ip'(y ir k) 


\ip{yi,k) 


kp'{ yi ,k) 



El conjunto de ecuaciones 1 2.33a} puede ser integrado facilmente de manera numerica (cf. l52l 
155 1), pero existen limites de interes que son de utilidad para resolver al sistema de ecuaciones de 



manera analitica. Estos limites y sus soluciones se muestran en la tabla 2.2 



2.3.1 Representaciones alternativas de las ecuaciones de evolucion de las perturbaciones 



La representacion de las ECE y las ecuaciones dinamicas del fluido ( 2.33} no es unica. Existen 



otras maneras de expresar la evolucion de las perturbaciones de materia del universo [por ejem- 
plo ver l22l l56l l57l [1381 . Cada representacion tiene sus ventajas y desventajas. En lo que sigue 
mencionaremos tres opciones que seran de utilidad cuando tratemos con el caso inflacionario y 
los mecanismos que dan origen a las fluctuaciones primordiales. 



Ecuacion maestra para ip. En el caso mas general, la presion depende de la energfa y de la en- 
tropia por barion S, i.e. , p = p(p,S). Cuando el fondo se expande de manera reversible (i.e. los 
procesos de aniquilacion/ creacion de las especies de materia estan balanceados) S es constante. Si 
el espacio tiempo tiene una expansion adiabatica, p = p(p) = w(p)p. La perturbacion de presion 



El mecanismo generador de estas fluctuaciones primordiales se discutira en £ 2.6 y f 2.7 
21 Cf. definicion en el pie de la paginapol 
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Tabla 2.2: Soluciones analtticas en ciertos Hmites de interes del sistema de ecuaciones Las iniciales MD 

y RD significan "epoca dominada por materia" y "epoca dominada por radiation" respectivamente. Los Hmites 
se pueden entender como sigue: y = a / a e q funciona como una variable temporal, entonces y«l representa 
tiempos muy tempranos (dentro de RD) y y 3> 1 tiempos tardws (dentro de MD). La variable I estd definida por 
I 2 = k 2 / {3k 2 ), por lo que el Hmite ly durante radiation marca el tiempo en el que entra la perturbation al radio 
de Hubble, (i/> 1 representa un tiempo posterior a la entrada de la perturbation al radio de Hubble. Finalmente 
kn, debido a que <% = (a 1 / a)~ l oc n es simplemente el radio entre el radio de Hubble d^ y el tamano de la 
perturbation A, dnl k, entonces el Hmite A 3> dfj se puede escribir como kn <C 1 y A <C rfn como krj 3> 1. 



Aproximacion 


Soluciones 


Tamano perturbacion 


Condiciones Extras 


A»d H ° 


exacta 


ip = #^[16^1 + V + 9y J + 2y z - 8y - 16] 


y»l 


V - W^i 


A < d H 


RD** 


exacta 


= <Pi-£f3l sen ( l y) - 'ycos(/y)] 


Zy» 1 


ip ~ -3ipi{ly)- 2 cos{ly) , 6 rad ~ 6i/? ; cos(Zy) 


y < i 


$dm - Q +C 2 lny 


MD + 


V = tfoo = constante, Sqm = — 2i/>oo — 

(2^/3^)^001/ ~ y ~ « 



° En este limite la adiabaticidad de la perturbacion es respetada, entonces 8 ral i ~ (4/3)<5dm- 

* Si la perturbacion entra al radio de Hubble cuando se esta en RD, no es posible despreciar los terminos de 
presion. 

* Como &om n o es la especie dominante, el procedimiento estandar de resolution es resolver el sistema S„^ — tp y 
luego usar esas soluciones para determinar <5dm- 

f En MD se puede despreciar la dinamica de la radiation. 



es 5p = c 2 b~p + t5S, donde c 2 = (^jj~^J es ^ a velocidad isentropica de sonido y t = 

P' 

Para un fondo que se expande adibaticamente c 2 = "-j . Usando las definiciones recien dadas y 
combinando las ecuaciones ||Z27al, 1 2.27c) obtenemos la ecuacion conocida como ecuacion maestra: 



\p" + 3J£(1 + cfjip 1 - c 2 X7 2 ip + 2J£' + (1 + 3c 2 s ) "K 



^p = ^a 2 rSS. 



(2.35) 



La ecuacion maestra es la ecuacion de movimiento para el potencial metrico en el caso de un 
universo lleno de un fluido perfecto. Es valida para cualquier epoca, excepto para el caso muy 
especial de de Sitter exacto, ya que ip = 0. Esta ecuacion se puede resolver facilmente en dos 
Hmites de interes: 

■ Escalas may ores que el horizonte de sonido, (kc 2 <C JC). Para el limite cuando kc 2 <C IK, la 
ecuacion maestra puede ser integrada de manera explicita: 



a 2 ( Jt' - "K 2 



(2.36) 
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donde a. y (3 son constantes de integration. En este mismo limite si a <x fP, se obtiene 

^=^ I +/3prP- 1 . (2.37) 

Esta solucion muestra que existen dos modos uno creciente y uno decreciente en las per- 
turbaciones del potencial gravitatorio. Podemos relacionar a ip en dos etapas cosmologicas 
diferentes con a\ oc fPi y a 2 K f P2 mediante 

i/>2 = ^±^1- (2.38) 



Una so/fl especie de materia. Para el caso en el que exista un solo tipo de materia 22 en el universo 
(o una especie de materia sea la dominante) con ecuacion de estado p = (7 — l)p, la ecuacion 
maestra \235) se reduce a 



* ff + ^2)^-(7"l)V^ = / (2.39) 
cuya solucion exacta en terminos de funciones de Bessel. 

w, ( ) _ c 1 (k)/ v/2 (^) + c 2 (k)Y v/2 (^) ^ r 2 • 3-r^ (24Q) 

' 37 — 2 



Ecuacion del tipo oscilador armdnico de masa variable. Es posible reescribir la ecuacion maestra 
1 2.35) como una ecuacion de oscilador armonico con masa variable, 



■VI 



u"-c 2 s X7 2 u- — j u = Ji, (2.41) 
mediante el siguiente cambio de variables: 

1 / N 1/2 

ip = AnG{p + p) 1,1 u, ^=-\j^-^j , N = a 2 y/p + pcrSS (2.42) 

Las soluciones a esta ecuacion se pueden encontrar en sus llmites asintoticos como en la ecuacion 
maestra y al igual que esta, si solo hay una especie, tiene una solucion exacta en terminos de 
funciones de Bessel. 



Como se vera en § 2.5 esta ecuacion nos permite estudiar la evolucion de las perturbaciones esca- 
lares de la metrica desde su generacion en inflacion hasta su observation en el CMB en la actuali- 
dad 23 . 



22 En este caso SS = y c 2 = w = constante. Por ejemplo, para radiacion w = c 2 = - y para materia no-relativista 
"polvo" w = c 2 = 0. 

23 Aunque posiblemente exista un problema durante el recalentamiento. El potencial ip puede oscilar durante la etapa de 
recalentamiento y se podria dar el caso que tuviera ceros que hicieran singular a la ecuacion {2.35} (esto se ve claramente 
cuando especializamos la ecuacion maestra para inflacion cf. ecuacion (2.64)). En este trabajo de tesis se supondra que la 
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Ecuacion de conservation para modos que estdnfuera del radio de Hubble. Podemos definir la variable 
£ como 



Es facil comprobar que £ es la primera integral de 1 2.35 1 (i.e. £' = 0) para modos fuera del radio 
de Hubble k <C !H si se cumple que (a) la geometrla espacial es plana K = 0, (b) la perturbacion es 
adiabatica (SS = 0) y (c) solo se toma en cuenta la solution creciente (i.e. donde c 2 V 2 i/? es desprecia- 
ble) 1 130 1 . Esta variable fue introducida en por D. Lyth en 1985 111191 y tiene una interpretation en 
la norma comovil : es la perturbacion de la curvatura intrfnseca [cf . 11151 para mas interpretaciones 
de esta variable.] 

Tambien es posible relacionar a la variable £ con u bajo las condiciones (a), (b) y (c) dadas arriba: 

(2.44) 



La importancia de la cantidad £ se debe a de que es una cantidad puramente geometrica, i.e. , el 
hecho de que sea una integral de movimiento (bajo las condiciones expresadas dos parrafos arriba) 
es valida para cualquier tipo de materia y por lo tanto £ sirve para seguir el comportamiento de 
las perturbaciones de la densidad de la materia. 

Las variables U y £ expresadas en el periodo inflacionario seran de mucha ayuda para resolver el 
problema del origen de las condiciones iniciales de las perturbaciones de densidad de la energfa 
en la explication estandar. 



2.4 Perturbaciones Primordiales 



El mecanismo 24 propuesto para generar las perturbaciones primordiales se encuentra en el para- 
digma inflacionario. En el contexto inflacionario la tarea de describir la creation de estas fluctua- 
ciones o inhomogeneidades se divide en dos partes: (a) Las perturbaciones primordiales (que son 
clasicas) surgen de las fluctuaciones cudnticas del inflaton cp cuando el modo k en cuestion "sale" del 
radio de Hubble durante el periodo inflacionario. Esta suposicion es problematica a nivel concep- 



tual y se analiza dentro del paradigma inflacionario en § 2.6 Debido a que la explication estandar 
no es satisfactoria se presenta la crltica y una hipotesis alternativa al origen de las perturbaciones 
en S|2.7| El desarrollo de esa hipotesis es el tema central de esta tesis. (b) Suponiendo la existencia 



de las perturbaciones clasicas del campo del inflaton se encuentran sus ecuaciones dinamicas y se 



ecuacion maestra no tiene estos puntos singulares. 

24 Otro mecanismo propuesto para generar las perturbaciones primordiales es el de defectos topologicos fver ll57IH63l 
para exposisiones elementales] y [29 75 123 211. para revisiones mas actuales y/o completas]. Las predicciones de este 
mecanismo en cuanto a la formation de la estructura son distinguibles observacionalmente de la propuesta por inflation. 
Las perturbaciones generadas por los defectos topologicos son del tipo llamado isocurvatura , mientras las generadas por el 
paradigma inflacionario son de tipo adiabdtico. Uno de los test observacionales mas importantes para distinguirlos se basa 
en la position del primer pico del espectro de potencias del CMB. El que este posicionado en el multipolo / ~ 220 indica 
que las perturbaciones primordiales son -por lo menos la componente dominante es- adiabaticas. Esta evidencia reciente 
apunta en contra de que el mecanismo de generation de perturbaciones sean los defectos topologicos ] 55 1 
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evolucionan hasta convertirse en la perturbacion inicial gravitacional i/>;(fc) = ip(yj,k) de £2.3 pag. 



69 La evolucion de las perturbaciones primordiales clasicas se desarrolla de manera casi identica 



a la ilustrada en § 2.3 y se expondra a continuation. 

Aunque ya se hizo hincapie en el capftulojlj es importante recordarlo: tenemos evidencia y por 
lo tanto confianza en que nuestra imagen de la historia del universo es correcta para T < 1 MeV, 
pero tener esta confianza donde la evidencia o el conocimiento teorico es mas problematico y I o 
dudoso puede no estar justificado. Por lo tanto, swponer que las perturbaciones primordiales se 
originaron en la epoca inflacionaria, presupone de una manera tacita que entendemos la evolucion 
del universo entre H{ n f — 10 -5 M-p\ anc ^ ~ 10 15 GeV y H n udeosintesis — 10~ 31 GeV (esta ultima cifra 
es aproximadamente la escala del parametro de Hubble y es obtenido con la ecuacion (JT772J). Es 
importante tener en cuenta esta advertencia siempre. 

Las anisotropics del CMB en / pequeftos (/ < 100) son reflejo de las perturbaciones primordiales, 



y como vimos la £ 2.2 estas escalas estan dominadas por el efecto Sachs- Wolfe, el cual tiene una ex- 



presion sencilla dada por la ecuacion < 2.16) . Es importante deducir una expresion que nos permita 



comparar las predicciones teoricas de los modelos que dan cuenta del origen de las perturbaciones 
primordiales y las anisotroplas del CMB. Sustituyendo la ecuacion 1 2.16) en 1 2.7 1 llegamos a 



donde hay que recordar que xp es la perturbacion gravitatoria al momento del desacople de losfotones, 
momento que esta dentro de la epoca cosmologica dominada por la densidad de energfa de la 
materia no-relativista. Usando l |2.9) junto con 1 2.45) podemos calcular el espectro de potencias 
angular Q 

( 4/r ) 2 ;// ;W' f*i/v* nZ^ ,vJl(kRD) jl>(kR D ) 



a lm a Vm> = H)' J d " k J MY? m (y)Y Vm ,(k' y-l V 3 U ' H y 3 U > ^(k)^(k'). (2.46) 

Si i/>(k) son las componentes de Fourier de un campo aleatorio gaussiano e isotropico, 

W)W) = 2 ^P^)t i3) (k-k>), P^{k)^^W) 2 , (2-47) 

donde se ha introducido el espectro de potencias de las perturbaciones gravitatorias Pu>. Haciendo 
la sustitucion de 1 2.47) en 1 2.46) y usando una vez mas la ortogonalidad de los armonicos esf ericos 



tenemos 

Arr f 02 dk „ 

Q = T / Q T ij(kR D )P^(k). (2.48) 

Es importante notar que este espectro de potencias es el de las perturbaciones gravitatorias durante 
la epoca del desacople. Afortunadamente, como se vera en la siguiente seccion para / pequeftos la 
relacion entre las perturbaciones primordiales del inflaton y las perturbaciones durante la materia 
tienen una expresion sencilla si se utiliza la cantidad £ (pag. [72) la cual es constante fuera del radio 
de Hubble (i.e. , para modos con una longitud de onda mayor que el radio de Hubble). 

Las observaciones llevadas a cabo por los experimentos que estudian el CMB (e.g. WMAP) han 
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supuesto que las fluctuaciones a / pequenos tienen una dependencia como ley de potencias carac- 
terizada por un unico indice espectral n 

( k \ n_1 

P, = A(-) , (2.49) 

donde k„ es una escala de pivote tfpica introducida convencionalmente (para el WMAP se esco- 
gio kp — 0,05 Mpc -1 ). Sustituyendo las funciones esfericas de Bessel por < 2.6 1 e introduciendo la 
variable x = kRp se obtiene, 

1 tt 2 r 00 
Q = — A-(k p R D )^J dxx n - 3 J? +1/2 (x), (2.50) 

la cual se puede resolver para — 3 < n < 3, obteniendo 

Ci = ^AZ(n,l), (2.51) 

donde, 

r(3-n)rf/ + s -I) 

Z(n,l) = (k p R D f-"h n V L (2.52) 

r2(^)r(f + /-f) 

Las observaciones indican que para / pequenas el espectro de potencias angular es aproximada- 
mente el espectro de Harrison-Zel'dovich, i.e. , n ~ 1, en este caso 

2tz = 9 ' (Z53) 
con A~9 x 10~ 10 segun las observaciones del WMAP. 

Aunque los calculos en esta seccion son validos para / < 100, lo cual implica que estamos igno- 
rando todos los efectos de la ffsica de plasmas (oscilaciones acusticas, amortiguamiento, etc. , cf. 
§ 2.2.2 1, en este trabajo de tesis se considerara que este es el espectro de potencias con el cual hay 
que comparar las predicciones teoricas, ya que es el que refleja las perturbaciones primordiales sin 
"contaminacion" de otros efectos flsicos. 



2.5 Evolucion cldsica de las perturbaciones primordiales 



Para escribir las ECE debemos complementar a las expresiones a orden cero y orden lineal de las 
componentes del tensor de Einstein 1 2.25} con sus homo logos en el tensor de energfa-momento del 
campo escalar. 



En la metrica 12.23 1 las componentes del tensor de energla-momento del inflaton a orden cero son 



t 1 



2a 2 



[cpf + Vicp)), V 



2a 2 



(«p) 2 -V(«p) <V, 



(2.54) 
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las ECE del sistema Einstein-Inflaton a orden cero son las encontradas en el capltuloJT] 



, _8nG^_8nG„ 2 f 1 , )2 + ^ 



2« 2 



] 1.116a| 
| 1.116b| 



2JC' + JC 2 = -8/rGa 2 p = -87rGfl 2 (^2 (<P) 2 " y (<?) 

ademas la suma de estas dos ecuaciones da 

•K 2 - "K = 4nGa 2 {p + p) = AnG(cp') 2 , 
ecuacion que sera ser de utilidad mas adelante. 

Tambien a orden cero obtenemos, usando la identidad de Bianchi ( |1.3} aplicada al campo escalar, 
la ecuacion de movimiento del inflaton, 



1 1.116c| 



<p" +2'K(p + a 2 d f V{(p) = 0. 
El tensor de energia-momento del inflaton a primer orden es 



| 1.116d| 



"2 diuyu^ 



8T n ' = -^d v fd 1 S(p 
STji = ^5;' (d v 6cpd v <p - (p{d,jCp) 2 - a2 J-$<P 
Entonces, las ECE del sistema Einstein-Inflaton a primer orden son 



(2.55a) 

(2.55b) 
(2.55c) 
(2.55d) 



(SJidrj + A)ip - 3M 2 (p = 4:71 G ( drjScpdyjcp - (p(d n q>) 2 + a 2 



dqdjip + "Kdi<p = 4n Gdj5<pd,](p 



dV 
dq> 



(2.56) 
(2.57) 



d^i (xp-cp) + {(-A+23 2 + 4Md t] )ip+(2Wd l] +4d n 'K + 2'K 2 + A)<p} 6^ = 

87iG6ji (d n 6q>d,,q> - <p(d v <p) 2 - « 2 ^V) • ( 2 -58) 

Resolviendo la ultima ecuacion con las condiciones apropiadas de frontera cuando i 7^ j se obtiene 

ip = <p, (2.59) 

observese que este resultado es independiente de que la materia en el universo sea un campo 
escalar, es un resultado que sera verdadero mientras no haya anisotropias en el fluido de la materia. 
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Usando las ecuaciones de Einstein de fondo 1 1.116a| , 1 1.116b) y en especial 1 1.116c) llegamos a la 
forma final de las ecuaciones de Einstein para esta etapa cosmologica: 



,dV 



(A - 3Wd v -Ji'- 2'K 2 )ip = AtiG hp'Sf' + a 2 ~S<p ) / 
ip' + Kip = AnGcp'Scp, 



{dl + 33id„ + W! + 2'K 2 )ip = 4/rG ( <p'S<p' - a 2 ^-t 



(2.60a) 
(2.60b) 
(2.60c) 



Es importante notar que solo dos de estas ecuaciones son independientes. La ecuacion de evolu- 
cion del campo escalar se obtiene sustituyendo 1 2.55) en las identidades de Bianchi, 



" + %KS<p' - V 2 S<p + a 2 d*V{<p)6<p - 4ip'cp' + 2a 2 ipd 9 V(<p) = 0. 



(2.61) 



Tomando las ecuaciones I A. 151 1 y I A. 153) podemos eliminar el termino potencial del campo esca- 
lar 



(d 2 + A)ip = 8nGScp'cp', 



y usando I A. 152) para eliminar 5 f' de esta ecuacion llegamos a 



2 IK 



r 



A +2 d„M-K 



ip = 0, 



(2.62) 



(2.63) 



ecuacion que es conocida como la ecuacion maestra para la perturbacion de la metrica. Notese que 
esta ecuacion se pudo haber obtenido sustituyendo los valores apropiados de p y p del campo 
escalar, la velocidad del sonido c 2 y tSS para el inflaton 25 . Este hecho es de suma importancia, 
pues nos permite basarnos en la ecuacion 1 2.35) para trazar la evolucion de las perturbaciones 
(clasicas) del potencial gravitatorio en cualquier epoca. 



Los dos terminos de la ecuacion 1 2.63) se pueden interpretar directamente: el segundo termino, 
proporcional a tp' se comporta parecido a un termino de friccion y se le conoce como friction de 
Hubble; el ultimo termino, proporcional a ip es el que genera la inestabilidad gravitacional. 

Podemos expresar esta ecuacion en las variables u [ 2.42) y £ [ 2.43) definidas anteriormente en §2.3 

Cuando la especie dominante es el inflaton las variables u, 6 son 



u = 



4' 



7 2a 2 6 /3 n 1 



1/2 



3 "K 

K CMp'' 



AnGyJp + p cp' 

con esta definicion se obtiene una ecuacion como la [ 2.41) , pero especializada a inflacion 



(2.64) 



VV 



u - 0. 



(2.65) 



5 Que se pueden calcular a partir de sus definiciones. Por ejemplo, c 1 = 



entonces ($(<p) = i (\ +' ^Yoela 



misma manera para tSS, -u 2 tSS = (l — c 2 (<p)) V 2 i/>. 
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No estamos interesados en este trabajo de tesis en el solucion exacta a esta ecuacion, por lo que 
procederemos a calcularla en el limite asintotico que nos interesa. Como primer paso transforma- 
remos esta ultima ecuacion al espacio de Fourier, 

u'l+k 2 u k - ( e —)u k = 0, (2.66) 



Las soluciones asintoticas de 1 2.66} son las siguientes. Para perturbaciones que satisfacen k 
(6"/6)se obtiene 

u ex e ±ikr l. (2.67) 

Las perturbaciones ip y Sep en este limite presentan un comportamiento oscilatorio: ip (x cp' x ter- 
minos oscilatorios y Sep tx -x terminos oscilatorios [ecuaciones 6.54 y 6.55 de 11381 pag. 243]. 
Notemos que debido a que ip ex cp' ~ —(V^/SkV 1 ^ 2 ) para perturbaciones de longitud de onda 
pequena, el cambio en ip mientras se satisfaga este limite es despreciable, de hecho, para un po- 
tencial V(cp) = (l/2)m 2 ep 2 , xp cx m es constante. Por su parte Sq> decrece como a - *, por lo que 
retrocediendo en el tiempo vemos que habra un tiempo en el cual, para un numero de onda k su 
amplitud sera tan grande que la teoria de perturbaciones no sera valida. 

Para longitudes de onda largas k <C 6" / 6 se puede despreciar el segundo termino de la ecuacion 



1 2.66 i y obtener 26 la solucion aproximada 



U~d0 + C 2 p (2.68) 

Ci es la constante correspondiente al modo decreciente y Ci es la constante asociada con el modo 
creciente 27 . 

Usando las definiciones | |2.64| y tomando en cuenta solo la solucion creciente tenemos que la ex- 
presion para el potencial gravitatorio en este limite es 

* - = C 2 g ja> (l - ^) drj. (2.69) 



La expresion 1 2.69 1 coincide con 1 2.36 si a = (3/2) C 2 . Si en una etapa cosmologica el factor de 

escala a oc y es dominado por una especie con ecuacion de estado p = (7 — l)p, 7 = 

2 2 + fi 

- • - — . En esta epoca, el modo "creciente" de la perturbacion ip (afuera del radio de Hubble) es 
en realidad constante 



26 El procedimiento de obtener la solucion para k 2 <S 0" /6 es expandir la ecuacion en potencias de k 2 1 130 [. Haciendolo 
se obtiene la expresion para u siguiente 

u = Ciojjp(\- k 2 f e 2 f ^dfjdij + o(k 4 ) \ d,j + c 2 e (1 - k 2 J' 1 e 2 f ^dfjdrj + o(fc 4 ) \ , 

tomando en cuenta solo el orden significativo se reduce a la expresion j2.68| . 

27 Se puede entender la election de estos nombres analizando el comportamiento de 9 en una epoca cosmologica con 
una especie dominante: el termino proportional a Ci decrece conforme el factor de escala a crece, mientras que el termino 
proporcional a C2 crece conforme a a. 
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Entonces, podemos calcular el razon entre el valor de durante inflacion (j6,w ~ 2) en el mo- 
menta que salio del radio de Hubble y el valor de ip ma t en el momento cuando entra al radio de 
Hubble durante el periodo dominado por materia (j5 ma t = 1), 



2 1 



Ymat 
tfinf 5 Tin/' 



(2.71) 



debido a que 7,- n ^ ~ 0, las perturbaciones escalares gravitatorias son magnificadas por un enorme 
factor entre estas dos epocas. 

Usando la relacion entre f y ip 1 2.43} y la constancia respecto al tiempo de ip para modos con 
longitudes de onda mayores que el radio de Hubble ( 2.71} podemos escribir 



3 7 



2 + 3 7 



I, 



(2.72) 



si ademas utilizamos I A. 152} tenemos que para modos que salieron del radio de Hubble durante 
inflacion 



Zinf 



AnG 2 + 3<y inf 
TK I 3 7inf 



cp'Scp', 



(2.73) 



la cual se puede escribir, luego de usar las ecuaciones de movimiento de fondo 1 1.116} , como 

2 + 37m/ 



Zinf 



•K 



(2.74) 



Con esta expresion y usando el hecho de £ es constante en el tiempo (cf . pag. 72 1, podemos igualar 
los valores de £f n ^ cuando el modo con numero de onda k sale del radio de Hubble en f]g a i^ a con 
el valor de gy cuando el modo entra al radio de Hubble en una epoca con una especia dominante 
con ecuacion de estado p = (7 - l)p, i.e. g] nf {ri k salida ) = ^(VentradJ Y obtendremos 

3 7 



4 



2+37 



(2.75) 



donde el super-indice k indica que esta ecuacion es valida por modo k. En particular para el caso de 
perturbaciones que entran al radio de Hubble en una epoca dominada por la densidad de materia 

(jmat = 1) 

(2.76) 



tymat 



3, 



por lo que sus espectros de potencia estaran relacionados mediante 

25 



Plpmat ft) 



25 



5q>(k)5cp{k'), 



(2.77) 



donde Scp(k)Scp(k'), es la cantidad a determinar por el modelo de origen de fluctuaciones primor- 
diales (gZ6]yg27l. 



78 



ORIGEN DE LAS SEMILLAS COSMOLOGICAS: ENFOQUE TRADICIONAL 



Ecuaciones de movimiento en terminos de v. Aunque u es la variable tradicional para presentar la 
evolucion de las fluctuaciones, es posible expresar las ECE ( 2.60} y la ecuacion de movimiento de 
Sip 1 2.61) de una manera mas sencilla definiendo dos nuevas variables v y z: 



v — aScp + zip, z 



(2.78) 



v es conocida como la variable de Mukhanov-Sasaki 1 136 ]. Notese que la variable z esta relacionada 
con la 8 (2.64 1 mediante z = (1/0). Usando estas variables el conjunto de ecuaciones 
se puede escribir como 



V 2 j/> = 



V 2 v- 

K'K 

2^ 



(zv 1 



o, 



z'v) 



-zv. 



(2.79) 
(2.80) 

(2.81) 



Esta nueva manera de escribir las ECE del sistema Einstein- Inflaton es la utilizada en la explication 
estandar del origen de las perturbaciones cosmologicas en el paradigma inflacionario (cf. S |2.6) . 

Como hicimos en el caso hidrodinamico (§2. 3b, tambien podemos usar £ 1 2.43b para describir la 

1 v 

evolucion de las perturbaciones. En las variables V y z , £ se escribe como £ = — . Obviamente 

se obtendran los mismos resultados que con las otras variables. Para reproducirlos se utilizara la 

constancia de £ respecto al tiempo conforme, igualando su valor cuando el modo alcanza el radio 

de Hubble durante inflation (^-kj,, y su valor cuando reentra al radio de Hubble i.e. , = 

^entrada' 



En particular reproduciremos las relaciones (2.71 \, (2.75 1 y (2.77 



Conociendo las ecuaciones dinamicas de u (6 v, 6 £), Sep y ip podemos ver como las fluctuaciones 
cldsicas evolucionan hasta convertirse en las condiciones iniciales para las perturbaciones de DM, 



radiation y bariones de 62.3 que daran origen a la estructura que observamos actualmente. Aho- 
ra debemos resolver la pregunta ^Como surgen estas fluctuaciones?. La solution propuesta en el 
paradigma inflacionario es: las fluctuaciones gravitacionales son provocadas por "fluctuaciones" cudnti- 
cas del campo del inflaton. Esta solution generara nuevos problemas, que se trataran en la siguiente 
section. 



2.6 Origen de las semillas cosmologicas: Enfoque tradicional 



El modelo inflacionario propone (y quiza este sea su mayor merito) una mecanismo para el origen 
de las fluctuaciones primordiales: las perturbaciones primordiales del campo q> son generadas 
por las "fluctuaciones" 28 cuanticas dentro del radio de Hubble -siendo as! un mecanismo causal- 

28 Entrecomillamos la palabra "fluctuaciones" ya coloca, en el mismo estatus conceptual, a las perturbaciones o fluc- 
tuaciones clasicas y a las incertidumbres cuanticas. La palabra "fluctuaciones" pareciera invocar que "algo"(^El campo 
cuantico?) "fluchia" en el sentido de algun proceso estocastico e.g. como el movimiento Browniano. Debido a esto conside- 
ramos desafortunado la generalization de este termino en la comunidad cosmologica. 
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durante el periodo inflacionario. 



Podemos modelar matematicamente (para ver el calculo detallado se invita al lector a consultar el 
apendice |B.5| estas fluctuaciones cuanticas, promo viendo a la perturbacion Sep a un campo cuanti- 
co Sep. El proceso de cuantizacion parte de la accion del sistema Einstein-inflaton U36l ll38l : 



S[f,gab] = Sgrav + S mat = J {R^/^g} d 4 X 



1 



g ab V a <pV b <p-V{cp) 



4^ (2-82) 



Como buscamos las ecuaciones de movimiento de la perturbacion a primer orden, necesitamos 
expandir la accion a segundo orden en las variables metricas (ip, cp) y en el campo (Sep) alrededor 
de los campos de fondo. La accion de la materia perturbada a segundo orden es 



SS 



(2) 
mat 



!l ' Sep' 2 - AScp'epcp' + 4</>V 2 - Scp^Sfj 



1 3 

+ 25cp'(pcp' - -cp' 2 cp 2 -3cp' 2 ip -6Scp'ipq>' -3q>' 2 ipcp+ -cp' 2 rp 2 



4 4 

"ttS^V^ - a 4 Sq>(pV + %rd? 2 V + 3a i Sq>ipV tp + 3a 4 cpipV 



3a 4 



ip 2 V cTx (2.83) 



Variando SS^ at ( |2.83) y Ssf) av (cf. ecuacion 10.11 en H138I , pag. 262) respecto aip,(py Sep, obtenemos 
ecuaciones de movimiento de este sistema. Podemos obtener un conjunto equivalente de ecuacio- 
nes si aplicamos las constricciones (2.59 1 y I A. 152b para eliminar dos de las tres variables en la 

(2) 

accion a segundo orden SS ', + mclt y usamos una vez mas las ecuaciones de la metrica de fondo, 
al final obtendremos la accion para un solo grado de libertad, la llamada variable de Mukhanov- 
Sasaki Ell v, 



SS (2) 

w ^grav + mat 

con z y v definidas como antes 



d 4 x 



J 2 



(AvY + —v 2 
z 



(2.84) 



•K 



1 278) 



La ecuacion de movimiento para v se obtiene variando la accion 1 2.84 1 respecto a v. Esta ecuacion 
tiene la forma de la ecuacion de un oscilador armonico con masa variable m v = z" fz 



Ai>- 



-v = 0. 



(2.85) 



La cuantizacion de la teoria definida por la accion ( 2.84 1 prosigue de manera estandar, primero 
calculamos el momento canonico conjugado de la teoria 



(2.86) 
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El hamiltoniano se encuentra de manera inmediata 

H = [ ( v'n^ - d 3 *=\j (( ni ' 0) ) 2 + c ¥ ]v ,(°,] 



z 2 

— v 



cPx. 



(2.87) 



El paso siguiente en el proceso de cuantizacion es promover a las variable v y tl^ a los operadores 
v y 7t( 1 '' e imponer que estos operadores cumplan con las relaciones de conmutacion estandar 



[%,x),%,x')] = [7t(%,x),7t(%,x') 



0, 



v{rj,x),ft^(rj,x') = ih5{x-x'). (Zf 



La ecuacion de movimiento para v es identica a ( 2.85) cambiando V — >■ v y se obtiene de las ecua- 
ciones de movimiento de Heisenberg 



iv=[v,H], iftW = [ft^,H], 



(2.89) 



donde H es el hamiltoniano H 12.87 escrito en terminos de los operadores v y fc^ v >. 
Descomponemos al operador v en ondas planas 

d 3 k 



(27r) 3 / 2 



v k {t])a k e lk - x + v* k {ii)4e- 



ik • x 



(2.90) 



donde los operadores de creacion (&t) y aniquilacion {a k ) satisfacen con las propiedades de conmu- 
tacion estandar 



a\,a v 



a\,a\, 



[a k , a k ,_ 



0, 



(2.91) 



lo cual se puede verificar sustituyendo (2.90l en 1 2.88 1. Para que las relaciones de conmutacion 
1 2.88| y 1 2.91) sean consistentes entre si, la relacion de normalizacion 



v' k (yM{v) -v* k (y) v 'k(v) = in 



(2.92) 



debe ser satisfecha. Para cada numero de onda k, el modo v k {rj) cumple con la ecuacion de evolu- 
cion 



v k = 0, 



(2.93) 



la cual es la ecuacion de un oscilador armonico con masa variable, justo como se menciono arriba. 

Ahora debemos definir el estado de vacio como el estado que es aniquilado por los operadores 
a k : flfc|0) = 0, Vfc. Como ultimo paso de la cuantizacion de v se deben de fijar las constantes 
de normalizacion de los modos v k {rj). Para esto elegiremos los modos v k (rj) de tal manera que 

para longitudes muy pequenas (dentro del radio de Hubble — — — > 00) se aproximen a las ondas 
planas de frecuencia positiva del espacio de Minkowski, i.e. , elegimos en este limite el vacio de 
Minkowski. A esta eleccion de vacio se le conoce como vacio de Bunch-Davies 11231 11371 . P ara e l 
caso de longitudes grandes f — — <C 1 J se puede despreciar el termino que va como k 2 en 1 2.93 1, 
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entonces 




(2.94) 



~u <<:l 
aH 



Como era de esperarse, para perturbaciones mas grandes que el radio de Hubble, £ = (v / z) es 
constante. 



El siguiente paso es encontrar las soluciones de las ecuaciones 1 2.93) , y la solucion queremos expre- 
sarla en funcion de variables que nos permitan discriminar entre diferentes modelos inflacionarios. 
Estos tendran diferentes predicciones y lo reflejaran en las variables de slow-roll (cf . 1.113} , aunque 
en este trabajo de tesis no estamos estudiando modelos particulares de inflacion, presentaremos 
los calculos como aparecen en la literatura. Primero encontraremos unas relaciones de utilidad. La 
relacion entre el tiempo cosmologico t y el tiempo conforme r\ se escribio en ( 1.21) , si usamos las 
variables de slow-roll y suponemos que e es constante, tenemos 



n 



Si 



dt 



1 

aH 



da 



aH 



1 



(2.95) 



a 2 H'' ' "" 7(1 -e) 
donde en la segunda expresion se uso el hecho que J dt/a = J da I (a 2 H). Por otro lado, la masa 



variable en la ecuacion 12.93 1 se pude escribir como 



2 
Z 



= a 



H- 



d 
dt 



y la segunda expresion de 12.95 1 en la ultima expresion se llega a 



z" _ 2 + 2e - 3d - ed + S 2 

z 



V 2 (l + e) 



(2.96) 



En la segunda igualdad se uso la definicion de la variable z = = —y . Usando - = H + — — — 

jx H z cp H 



(2.97) 



Es conveniente ahora expresar az"/z como 



;" If 2 1 



2 yV - - - | , con r 



3 + e-2S 
2(1 + e) ' 



expresada de esta manera, podemos escribir la solucion [82] de la ecuacion < 2.93) como 



donde Hy (x) = J v (x) + iY v (x) es la funcion de Hankel de primer tipo o funcion de Bessel de 
tercer tipo (cf. ||3j capltulo 9]). 

Las expresiones para ip y Sep se pueden obtener sustituyendo la solucion recien encontrada en 
1 2.81) , que como es de esperarse son las mismas que las encontradas con la variable u en ( 2.69) . 



(2.98) 



(2.99) 
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El primer problema al que nos enfrentamos ahora es ^Como obtenemos un campo c—numero Sep de 



un campo cuantico escalar 8q> [155] para poder utilizarlo en ( 2.77 1 (o lo que es lo mismo como ex- 
traemos V de v?) La respuesta estandar es que la correlation de dos puntos del estado de vacio del 
campo cuantico Sep es el campo c—numero buscado. Es decir la relation de identification siguiente 
es valida 



(O|0(j7,x)0(j7,y)|O) = v{t],x)v(n,y) (2.100) 

Este paso se justifica diciendo que al salir del radio de Hubble, las amplitudes de las perturbaciones 
se "congelan" (cf. ( 2.94} ) y esto marca su transition a lo clasico. Existen explicaciones mas elabo- 



radas, como Decoherencia, pero basicamente dicen lo mismo: es posible identificar las fluctuaciones 
cudnticas con fluctuaciones estadisticas. Es importante notar que, aun fuera del contexto cosmologico 
esta afirmacion tiene una validez cuestionable ]|4j. [79j 159 188 226 1. 

Completemos aqui la receta de la obtencion del espectro de potencias cuantico usando para esto la 
cantidad £. Notese que debido a la cuantizacion de v, la cuantizacion de £ = v/zya f ue realizada 
automaticamente. El espectro de potencias esta definido mediante 

?TT 2 k 3 

—P s (k)sW(k-k') = <0|&&|0), Pg = ^iH(v)\ 2 (2.ioi) 



En esta expresion utilizamos la suposicion 12.100 1 para ligar las fluctuaciones clasicas con las cuan- 



ticas. El modulo al cuadrado del modo vi c (v) es 

Mn)\ 2 = ^(-kv)H?H-kv)Hl, 2) (-kn) ~ ^z^-fay) 1 -* (2.102) 

donde hemos utilizado la aproximacion de argumento pequefio 29 de las funciones de Hankel (cf . 
9.1.9 deI3], pag. 360), 

H?\-x)~^T(v)(^) \ \x\ <1. (2.103) 



tz w V 2 , 
Entonces el espectro de potencias de £ es 

9 2i/-3 / J- \ 3 ~ 2v / U 2 \ 2 

nW = ^ W (i- e) -(A) {2 . m 

expandiendo V en el lfmite cuando e <C 1, S <C 1, V ~ 3/2 + 2e + S + 0(e 2 ), por lo que a orden 
mas bajo V ~ 3/2, ademas evaluando en el momento cuando el modo sale del radio de Hubble, 
i.e. k ~ aH, 

1 /H 2 \ 2 



p d k ) = t-2 — ■ ( 2 - 105 ) 

C 4/T 2 V 9 Jk^aH 



Finalmente debemos utilizar una vez mas las variables de slow-roll ( 1.113} y la ecuacion auxiliar 
1 1.111c} para expresar <p, 

k k 

29 Esta aproximacion implica modos con longitud mayor al horizonte, ya que fci; ~ — : = — . 
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El espectro de potencias de ip se obtiene usando la ecuacion | 2.77} , como era de esperarse, estas 



ecuaciones concuerdan con las de la 6 2.5 



2.7 Origen de las semillas cosmologicas: Hipotesis del colapso 

La explicacion recien dada para el origen de las perturbaciones cosmologicas depende de una pa- 
so "confuso": no hay una justification a priori para la identification de las correlaciones de dos 
puntos cuanticas con el espectro de potencias clasico (ecuacion [ 2.100[ . Analizando mas detallada- 



mente, nos enfrentamos a un problema conceptualmente mas profundo en la explicacion estandar: 
el andlisis estandar empieza en un estado que es homogeneo e isotropico (el estado de vatio) y termina 
con inhomogeneidades que estdn de acuerdo con las observaciones. Este comportamiento no encuentra 
su justification en la mecanica cuantica estandar ya que la dinamica del sistema preserva las si- 
metrfas iniciales. Estos problemas ocurren tambien en la aplicacion diaria en experimentos en el 
laboratorio y son englobados en el problema de la medicidn de la mecanica cuantica ATI 1181. Obvia- 
mente estos problemas han sido senalados por algunos miembros de la comunidad cosmologica 
llll5[|135[|153U155l y se han propuesto algunas soluciones basadas en las planteado de solution del 
mencionado problema de la medicion. La principal propuesta (si tomamos como indicador su po- 
pularidad en la literatura cientffica) es la basada en Decoherencia (70, 103 105 106 108 [, aunque 
hay que mencionar que existen otras propuestas con menos adherentes, pero aun significativas 
como las basadas en Mundos Multiples. Estos intentos de solution comparten un mismo problema: 
intentan justificar el primer cuestionamiento (igualar correlaciones de dos puntos cuanticas con 
espectros de potencias clasicos) dejando intacto el segundo (la evolution de mecanica cuantica es 
unitaria y en el caso inflacionario, esta evolution preserva las simetrlas del estado initial). 

Nos referiremos a ambos problemas como el problema de la transition cuantica a cldsica de las fluctua- 
ciones cuanticas durante la inflation. Este problema en el contexto de Fundamentos de Mecanica 
Cuantica es conocido como problema de la medicion o problema de la macro-objetificacion. 

La raiz del problema de la macro-objetificacion esta en que la mecanica cuantica tiene como rec- 
tor dinamico a la ecuacion de Schrodinger, la cual establece una evolution lineal, determinista y 
unitaria (a esta evolution se le conoce como proceso U en [168]), evolution que preserva la super- 
position, y si no hay fuentes de asimetrfas externas, preserva tambien las simetrfas del sistema. 
Para recuperar el mundo como lo observamos, se invoca al proceso R (ibid.) el cual "elige" un ei- 
genvalor de la funcion de onda | Y) — > \ipi), asi, el proceso R es no-lineal (rompe la superposition) 
y estocastico (genera o explica la regla de probabilidad de Born). El problema de la medicion se 
puede reducir a cual es la ffsica que explica al proceso R, o si este proceso es siquiera necesario 
para una explicacion completa de la realidad 1 166 1. 

En el escenario cosmologico, la solution al problema de la macro-objetificacion provista por la 
escuela de Copenhagen |84l 110411 , i.e. , colapso de la funcion de onda provocado por un observador 
al realizar la medicion, no es aplicable, ni siquiera en principio, ya que hay varios elementos de 
la interpretation ortodoxa que no estan presentes: (a) ^Quien realiza la medicion?, (b) ^Cual es el 
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conjunto de observables que se van a medir? ^Quien decidio que justamente esos observables eran 
los que se tenlan que medir? y (c) ^Cuando es realizada la medicion? Claramente la interpretacion 
ortodoxa es insostenible, a menos que se defienda la position de que la medicion que desencadeno la 
reduction de lafuncion de onda la realizo el COBE en 1992 y haya una especie de retro-causalidad, 
que genere las perturbaciones clasicas primordiales que, al evolucionar hacia adelante en el tiempo 
generaran cumulos, galaxias, estrellas, planetas y finalmente nosotros 30 . 

Con este problema en mente se puede apreciar que la aseveracion de que existe una prediction 
hecha por el modelo inflacionario respecto a las anisotropias y las mhomogeneidades primordiales 
de la densidad, no puede ser sostenida como satisfactoria mientras el problema de la medicion no 
sea resuelto. 

El problema de la medicion en este contexto cosmologico muestra en su desnudez las interpreta- 
ciones de la mecanica cuantica tradicionales. Los enfoques tradicionales invocan al observador, a 
la medicion, al ambiente o al lfmite entre el "macro-mundo" (esencialmente clasico) y el "micro- 
mundo" (completamente cuantico). Estas explicaciones que invocan a algun actor o proceso sin 
definition clara -o fuera- de la teorfa cuantica para darle sentido a el mundo observado se topan 
con el problema de marcar "donde" hay que localizar la frontera entre los dos tipos de mundos, 
ya que la teoria se queda en silencio en este punto. Todas las soluciones de este tipo invocan a un 
mecanismo parecido a una medicion: la consciencia del observador, el ambiente, el aparato ma- 
croscopico de medicion que perturba al sistema cuantico, etc. que de alguna manera "escapa" a la 
description mecanico-cuantica. Estas soluciones al problema de la medicion se ven confrontadas 
con la siguiente cuestion: ^La Mecanica Cuantica describe todos los procesos fisicos (i.e. ^el univer- 
so es esencialmente cuantico?) ? Si su respuesta es afirmativa, no es posible resolver el problema 



de la macro-objetificacion como demuestran el argumento sencillo de Von Neumann |213| o la ver 



sion no idealizada de Bassi y Ghirardi que se puede encontrar en [15J. Ambos argumentos estan 
basados en la linealidad de la evolucion dictada por la ecuacion de Schrodinger. Si su respuesta es 
negativa, necesitan extender la fisica conocida. 

John S. Bell escribio |19] que la unica manera de resolver el problema de la macro-objetificacion es: 

Lafuncion de onda, descrita por la ecuacion de Schrodinger, o no es todo, o no es correcta. 



En el arficulo [170], Perez, Sahlmann y Sudarsky proponen como solution al problema del origen 



de las perturbaciones cosmologicas, la hipotesis del auto-colapso siguiendo ciertas ideas de Roger 
Penrose sobre el papel de gravedad para resolver el problema de la macro- objetificacion H166H169I . 
Esta hipotesis supone que existe un mecanismo para producir la evolucion de tipo R y que este 
mecanismo involucra nueva fisica, i.e. , existe un mecanismo responsable de la transition del estado 
de vacio homogeneo e isotropico a un nuevo estado que contiene las fluctuaciones que son respon- 
sables de que existan desviaciones de la homogeneidad e isotropla en el universo tipo Friedmann- 
Lemaitre (cf . § 1.2.2} . A este mecanismo se le conoce como colapso. Entonces, podemos resumir los 



30 Aunqu e existe una interpretacion de la mecanica cuantica con estas caracteristicas, la interpretacion transaccional 
de |Cramer] (39). Esta idea aplica la idea del teoria del absorbente electromagnetico de Wheeler-Feynman a la mecanica 
cuantica. 
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pasos esta propuesta como sigue: (1) el colapso es especificado de una manera puramente fenome- 
nologica (para diferenciarlo de los mecanismos de colapso, a estas descripciones fenomenologicas 
se les denominara esquemas de colapso), (2) el universo sera descrito por las ecuaciones de fondo 
hasta que "la nueva fisica" dispare el colapso (esta nueva fisica se especula -siguiendo a Penrose- 
que sea de origen gravitatorio) y (3) es en ese momenta cuando aparecen perturbaciones metricas, 
debidas al acople originado por las ecuaciones semi-clasicas 31 de Einstein G a y = 8nG (T a j,). 

Ademas del problema de la medicion o de la transition cudntica-cldsica que se podria clasificar como 
fundamental, existen otras partes dudosas en la prescription tradicional, tambien mencionados en 
1 170] relacionados con las cuestiones estadisticas de la prescription estandar respecto a valores de 
expectation e incertidumbres, fluctuaciones y promedios, que son tratados como si no existieran 
diferencias entre ellos. 



2.7.1 Formalismo de la hipotesis de colapso 



Ecuaciones cldsicas fundamentals. A continuation procederemos a establecer el formalismo ma- 
tematico de la hipotesis de colapso. Al igual que en el tratamiento estandar, el punto de partida es 
la action un campo escalar acoplado mmimamente a la gravedad, 



S[<p,gab] = J d 4 x^-g (^Rhj^] - \Va?V b 9g ah 



V(cp) 



|2l2) 



Recordemos que elegimos la norma Newtoniana Conforme [ 2.23) para realizar todas nuestras des- 
cripciones ffsicas. Perturbando a segundo orden la action, llegaremos a las ecuaciones lineales 
(Z60)y (|Z61). 



Sustituyendo el valor de ip' (2.60b I en (2.60a I y acomodando terminos obtenemos una ecuacion 
generalizada de Poisson para V 2 xp 



V 2 ip - nip = AnG (vScp + f'Scp') 



(2.107) 



donde /x = \^K 2 — JC'J yu= (3!K<p' + a 2 d C pV) = {"Kcp' — cp"). En esta ultima igualdad se uso la 
ecuacion de movimiento de fondo del campo escalar | |1.116d[ |. 

La ecuacion ( 2.107) sera nuestra ecuacion fundamental, ya que ella muestra lo que la hipotesis de 
colapso considera: las fluctuaciones del campo escalar son "fuente" de las perturbaciones gravita- 
torias. Durante la epoca inflacionaria fi ~ y v ~ 0. La dinamica de la perturbation del inflaton 



esta dada por la ecuacion 1 2.61 1, la cual se puede escribir, luego de sustituir tp' usando 1 2.60b) , 
como 

Sep" + IKScp' - X7 2 Sq> + a 2 d 2 V5q> - 16/rG (cp') 2 - 2ipMcp' = 0. (2.108) 



Notese que estas ecuaciones son validas salvo en el momento en el que ocurre el colapso. 
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En esta ultima ecuacion los terminos proporcionales al potencial ip reflejan como la metrica respon- 
de (back-reacts) a las perturbaciones del inflaton. Estos terminos estan suprimidos por un factor de 
G y por lo tanto los despreciaremos . Desde el punto de vista de la hipotesis del colapso, esto no 
es tan grave, ya que la metrica de fondo no es perturbada hasta que el estado del campo esca- 
lar perturbado colapsa; solo despues de este evento rp aparecera y podra afectar la evolucion de 
las perturbaciones del inflaton (e.g. , es netamente un efecto de segundo orden). Asf, la ecuacion 
fundamental para la evolucion de las perturbaciones del campo escalar es 

Sep" + ZKS<p' - X7 2 6q> + a 2 d 2 VScp = 0. (2.109) 



Aproximacion de slow-roll. Durante la epoca inflacionaria las condiciones de slow-roll 1 1.114} 



son validas, entonces en la ecuacion 12.107 u = fj, — y en la ecuacion 12.109 1 a dmm V — 



Asl, la ecuacion de Poisson 1 2.107} durante el slow-roll se escribe como 

V 2 </> = 4nG<p'S<p', 
y la ecuacion de movimiento de la perturbacion del inflaton 1 2.109} , 

6<p" + 2KScp' - V 2 Scp = 0. 



(2.110) 



(2.111) 



Antes de cuantizar, es conveniente definir una nueva variable y como sigue y = aScp. La ecuacion 
1 2.111} escrita con esta nueva variable, en el espacio de Fourier es 



V 2 + - 



y = 0. 



(2.112) 



Obviamente la cuantizacion y de y, implica la cuantizacion Sep = -y de dep. 



Cuantizacion del campo escalar y El siguiente paso es cuantizar la parte fluctuante del inflaton. 
Como dijimos antes es conveniente trabajar en el campo reescalado y = aScp. 

Haciendo esta sustitucion en la accion del inflaton e ignorando los terminos del potencial ya que 
son despreciables durante slow-roll, tenemos 32 



32 Observese que esta accion contiene un termino de frontera. El termino de frontera es d tl (!Ky 2 ) • Usandolo la accion 
quedaria 

xc(2) 



2 / d<1 dx ' 



Esto cambiara algunas definiciones correspondientes al momento conjugado, pero no afectara la fisica, como se puede 
comprobar facilmente. En particular, lo que se gana de simplicidad en la expresion del momento conjugado, se pierde en 
la simplicidad de gkitf)- 
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5sf ] = l -J dydx 3 



(X7y) 2 + +M 2 y 2 -2Kyy' 



(2.113) 



El momento conjugado del campo y es 



TT 



(y) 



da 

W 



y' - <Ky, 



(2.114) 



el hamiltoniano de esta teoria es simplemente la integral espacial de la densidad hamiltoniana, H, 



H = J d^xU = / d 3 x 



C 



Promovemos ahora a las variable y y tv^> a los operadores y y 



fiyi) . La cuantizacion canonica consiste en imponer las siguientes relaciones de conmutacion 



[y(rj,x),y(r,,x')] = rt^( V ,x), 7^%x') 



y{yj,x),n^\r],x) =iS(x-x'). (2.115) 



La ecuacion de movimiento para y es identica a (2.1181 cambiando y — >■ y y se obtiene de las 
ecuaciones de movimiento de Heisenberg 



iy=[y,H], iffr) = [fiW,ff\, 



(2.116) 



donde H es el hamiltoniano H escrito en terminos de los operadores y y ft^> . Notese que esto es 
equivalente a imponer estas relaciones a Sep y su momento conjugado n = a 2 Sep 33 . 

Descomponemos ahora a los campos y y tv^> en ondas planas 34 



donde yi{rj) es solucion de la ecuacion 



y'l 



Vk = 0. 



(2.117) 



(2.118) 



y a y a + son los operadores de creacion y aniquilacion del campo. Por su parte, el momento conju- 
gado n{rj,x) 

*(l*x) = ^Lkfagkin)^'* + 4gk(y)*e- ik - x } , (2.119) 
gk{*]) en esta ecuacion esta relacionado con y^ij]) mediante 



gk = y' k ~ ^Vkf 



(2.120) 



33 E1 lagrangiano durante el sloiv-roll de la variable original Sep es C = — (Sep 2 — (\7Scp) 2 ), usando n = ^ t se obtiene 
n = a 2 Scp. 

34 Aunque es posible hacer todas las manipulaciones matematicas usando formulaciones integrales o de suma, es usual- 
mente mas sencillo hacerlo con la suma. La simplicidad viene del hecho de que ya no aparecen deltas de Dirac en el 

1 

espacio— k. Por ejemplo, si tenemos fa = £ fa e ' k x , l a manera obvia de extraer fa es via fa=yf / e ' k x dx, esto debido 
a que las condiciones de frontera armonicas hacen que todos los terminos oscilatorios de la suma integran cero, dejando 
unicamente la integral de a L de fa. 
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En ambas expansiones %, a k son los operadores de aniquilacion y creacion respectivamente. Estos 
cumplen con las relaciones de conmutacion estandar 

[h,h>] = [4> *ti = 0/ = ni3& kk>- (2-121) 



Las relaciones de conmutacion 12.115 1 imponen una restriccion a las soluciones yk,gk'- 35 

Vkgk-y*k8k = i (2-122) 



Para completar el proceso de cuantizacion necesitamos las soluciones de la ecuacion (2.118 1. Du 



rante la etapa inflacionaria [ — = — ^ ) , quedando 



y'k + (^-^2 y* = o, 



(2.123) 



escrita de esta manera, se puede encontrar la solucion exacta 



(2.124) 



La eleccion de una funcion especffica y/ c (?/) corresponde a una prescripcion particular del vacfo 
flsico |0) definido por 

fl fc |0) = 0, (2.125) 

una eleccion diferente de ykiyf) esta asociada a una descomposicion diferente de modos de crea- 
cion/ aniquilacion y por lo tanto a un vacfo diferente . Observese que este estado de vaclo es homo- 
geneo e isotropico en todas las escalas, esto se puede ver aplicando los operadores de momenta P y 
momenta angular J a |0). 

Notemos que la longitud de onda asociada a un modo k cualquiera, puede encontrarse siempre 
dentro del radio de Hubble si se retrocede lo suficiente en el tiempo (i.e. , k > !K, o k^ 1 < JC _1 ), 
ya que el radio comovil de Hubble, !K _1 = (aH) -1 , disminuye durante la etapa inflacionaria. 
Escogiendo un \rj\ lo suficientemente grande se obtiene k\t]\ ^> 1. Ademas para una longitud de 
onda mas pequena que el radio de Hubble, se pueden despreciar los efectos de curvatura y el 
modo se comportara como si estuviera en un espacio-tiempo de Minkowski 36 . 

La descripcion ffsica mas natural es la de elegir la solucion que corresponda con la solucion de 



35 Las unidades de los modos son 

,1/2 ajI : 



= (j ) , Wv.x)] = ^jf, [«*] = U = M 1/2 L 2 , 

Mv)] = l 1/2 , Mv)) = l- 1/2 



36 Esto se puede ver en la ecuacion (2118) , ya que la masa efectiva es despreciable cuando k\rj\ 3> 1. 
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f recuencias positivas del vacio de Minkowski en el limite k\t]\ 2> 1 . 

y Minkowski _ e -Hai f (2 _ 126 ) 



entonces j6 = en ( 2.124^ . Usando la restriccion 12.122 1 se obtiene a = \/h/2k. Por lo que se elige 



el estado de vacio que esta relacionado a la solucion 



y^) = \\^-h]^' M - ( 2 - 127 ) 



2k V krj 

Como se menciono anteriormente este estado de vacio es conocido en la literatura como vacio de 
Bunch-Davies. Con esta eleccion de vacio gk(t]) es 

Skin) = -i\J\e- ik *l. (2.128) 

Al definir los campos cuanticos y su vacio, la cuantizacion es completada. Ahora debemos de es- 
pecificar mediante la hipotesis del colapso como este vacio se convierte en un estado no-homogeneo 
y anisotropico. 



2.7.2 Hipotesis de Colapso 



El estado de vacio queda definido por la condicion %|0) =0 para todo valor de k. La hipotesis del 
colapso o del auto-colapso opera de una manera analoga a lo que seria un proceso R. 



En el articulo de Perez, Sahlmann y Sudarsky se hacen las siguientes suposiciones sobre el colapso: 
(a) los modos son "independientes" 37 y ademas (b) se requiere que el estado inicial del campo no 
este enredado (entangled) respecto a esta descomposicion, i.e. , el estado de vacio se puede escribir 
como el producto directo de estados para los operadores de modo. De esta manera, el colapso actua 
a nivel del modo k y debido a las suposiciones tiene sentido hablar de "un colapso individual por 
modo", por lo que, hipotesis del colapso se debe de leer como hipotesis del colapso por modo. 

Bajo estas suposiciones escribiremos el campo mediante los "operadores de modo" 38 

y(V,x) = ^LkV^y kx (2.129a) 

H>1,x) = ^LkM"y kx (2.129b) 

con 

yk=yk{f])a k + y* k (v) a -k (2.130a) 



37 E1 que los modos seas independientes significa que es posible (a) la descomposicion del operador de campo es una 
suma de "operadores de modo" que conmutan, (b) laa descomposicion ortogonal del espacio de Hilbert de una particula 
y (c) la descomposicion de productos tensoriales directos en el espacio de Fock. 

38 Estos nuevos operadores, y fc^ tienen unidades de [y^] = M 1//2 L 5,/2 y [n^] = M 1 ^ 2 ! 3 ^ 2 . 



90 



ORIGEN DE LAS SEMILLAS COSMOLOGICAS: HIPOTESIS DEL COLAPSO 



fik=gk(v)&k+gttv)*i k ( 2 - 130b ) 

usando estas definiciones y las relaciones de conmutacion < 2,115) podemos deducir las de y k y ft k : 

[y k ,ft k ,]=ihL 3 5 kk , (2.131) 

El siguiente paso, debido a que el colapso actua como una especie de "medicion", debemos de 
garantizar la hermiticidad de los operadores usados. Observese que los "operadores de modo", y k 
y ft\ , se pueden descomponer en partes real e imaginaria: y( R '^ y 7t(y)( R ' J ) / 

Mv)=4(v) + ¥k(v) (2.132a) 

Mv) = **(v) + iH(n) ( 2 - 132b ) 

donde los nuevos operadores se definen mediante 

tin) = ~ (yk(n)4+y*A f ) , fM = 4 (vk{M + vl4) • (2.133a) 
7tf{ n ) = ±= (gM4+zl€) > Kin) = ^= (gkivW+g&k) ■ ( 2 - 133b ) 

Notese que estos operadores son hermiticos. Los operadores de creacion y aniquilacion son 

4 = -j= (h + *-*) , = 5= ( a * + *-*) (2.134) 
Las relaciones de conmutacion entre estos operadores de aniquilacion/ creacion son no estandares: 

[4, 4} = hL 3 {6 Kk , + 5 K _ V ) , \4 4\ = hL 3 (5 k/k , - 8 K _ W ) , (2.135) 

siendo las demas relaciones de conmutacion cero. Esto indica que los operadores que correspon- 
den a k, —k son identicos en el caso real e identicos salvo un signo en el caso imaginario. Sera util 
listar aqul los conmutadores de 4' 1 Y ^k ' 1 

[4, ftf,] = \iL 3 (6 U , + 6 K _ k ,) , [y[, ft{,\ = \iL 3 (6 KV - 5 k> _ v ) (2.136) 
los cuales obviamente no son estandar. 

Introducimos ahora las siguientes definiciones, relacionadas con los primeros momentos estadisti- 
cos, para un estado arbitrario del campo | E) 39 



a k 



o la k 



(2.137a) 



39 Es importante notar que dado que estamos en la representation o imagen de Heisenberg, toda la dependencia tempo- 
ral de los "operadores de modo" esta en yjt();) y gk(v) Y l as cantidades djt, c k y ?k son independientes del tiempo. 
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4 R '^ (E\(4 R ^f\E), (2.137b) 

e m^ m w,m lE)/ (2137c) 

entonces, los valores de expectacion del campo y( R '^ se calcularian usando estas cantidades como 

(y R '% = (E\y k \E) 

= {y,(^)(E|flf|S> +y* k (Z\$' 1 + |S>} 

= V23? (y k (Tj)d£' ') (2.138) 

y haciendo lo mismo para el momenta conjugado fc^' ^ R '^ obtenemos, que los valores de expecta- 
cion para un estado arbitrario | E) son 

<yf % = V7M (y k {n)dV) (2.139a) 

(ftf'% = V2U(g k ( V )df I ) (2.139b) 
La dispersion, Ax 2 = (x 2 )s — de los campos para un estado cualquiera |E), 

(Ayf )1 = » (y?cf ) + ~|y*| 2 (fcL 3 + 2 e f') -2K(y^f) 2 (2.140a) 

(A<')1 = » + \\gk\^ + 2^') " 2U(g R ^f (2.140b) 



Estas expresiones demuestran que las cantidades 1 2.137} especifican las principales cantidades de 
interes que caracterizan al estado del campo. Obviamente para el estado vacio |0) tenemos que el 
valor de expectacion de los campos es 

<yf 7 )o = <^)o = 0, (2.141) 

y la dispersion, 

(Ayf )§ = \\y k \ 2 hL\ (Att^) 2 = \\g k \ 2 M}. (2.142) 

Asi, podemos describir la operacion del auto-colapso como sigue: originalmente -i.e. antes del colap- 
so - no hay perturbaciones en la metrica. Esto se puede observar de la formula 1 2,107} , que repetimos 
aqui por comodidad del lector 

V 2 i/> - fitp = AnG(uS(p + <p'5<p') = sT, |2.107| 

donde hemos introducido los simbolos s = 4nG(p' y T = Sep' + v. Durante el periodo inflacionario 
y = y T = Sep' = fl _1 7t^). Ahora, procederemos a evaluar la perturbacion en la metrica usan- 
do una descripcion semi-clasica de la gravedad interactuando con campos cuanticos, justo como 
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dictan las EFE semi-clasicas: G a j, = 8tzG (T a f,), de esta manera, la ecuacion 12.107 1 es promovida a 



X7 2 ip- nip = s(f) H . 



(2.143) 



Expresando esta ecuacion en el espacio de Fourier y tomando en cuenta la aproximacion de slow- 
roll, tenemos que para un estado arbitrario, |S), 



/c 2 



<M> a 



(2.144) 



Asf, usando las ecuaciones (2.141 1 se puede comprobar la afirmacion de que antes de que ocurra 
el colapso no hay perturbaciones en la metrica 



(2.145) 



Siguiendo con la description de la dinamica del colapso, a un cierto tiempo t]? la parte del estado 
que corresponde a el modo k "brinca" a un nuevo estado |Y) que no es homogeneo e isotropico, lo 



cual debido a la ecuacion 12.144 1 es 



ie- 



<<V> 



Y ' 



(2.146) 



Lo que resta es especificar el colapso de los modos. ,;C6mo ocurre el colapso?,;Cuales son sus 
caracteristicas? Para responder estas preguntas, es necesario especificar, o una teorfa completa 
como las Modelos de reduccion dinamicos I DRM) entre las cuales se incluye el Modelo de colapso 
de la funcion de onda de Ghirardi-Rimini- Weber ( |GRW} |80l l811 o los Modelos de localization 
contmua (CSLj [160[ (cf. para una revision completa se puede consultar OH ED), °> como en el 
caso de 145111701 un modelo fenomenologico. A las teorias completas las llamaremos en este trabajo 
de tesis mecanismos de colapso, a los segundos (los modelos fenomenologicos) los denominaremos 
esquemas de colapso. 



Perez, Sahlmann y Sudarsky estudian dos esquemas de colapso en |170|, llamados esquema colapso 
independiente y esquema de colapso newtoniano, ambos se describen a continuation. 



Esquema de colapso independiente. En este esquema de colapso, tanto, el valor de expectation del 
campo y como el valor de expectation del momento conjugado ft^ en el estado post-colapso | Y) 
al tiempo r\\ estan distribuidos aleatoriamente en los respectivos rangos de las incertidumbres del 
estado de vacfo |0) y no se encuentran correlacionados estadfsticamente. Esto se puede expresar 
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de la siguiente manera 

|0) -> |Y) : 

(^ ){R ' I) (4)) Y = xfV( A ^ (y)(RJ) )o- ( 2 - 147 ) 

donde xj R son variables aleatorias gaussianas centradas en cero y con dispersion 1. El hecho de 
que el colapso no correlacione los valores de expectacion post-colapso del campo y su momento 
conjugado se encuentra en que los valores de las variables y son eventos independien- 
tes. 



Esquema de colapso newtoniano. Este esquema de colapso esta inspirado en que, a primer orden 



y durante el slow-roll de la epoca inflacionaria, la ecuacion (2.143 1 solo depende de My>( R,I \ i.e. 
, unicamente el momento canonico conjugado del campo inflatonico aparece como fuente de la 
perturbacion de la metrica. 



|0> -> |Y> : (y^(4)) Y = 0, (ft^\4)) Y = ^'^((A^')) 2 ); 



(2.148) 



Valores de expectacion en el estado post-colapso de las variables originales Ahora procederemos a 
calcular el valor de expectacion del momento conjugado ft del campo original Sep, para ello sera 
conveniente expresar a y R ' 1 y g R ' 1 en forma polar compleja, entonces, yf' = \y k (t])\ exp(z/3 R ' 7 ) y 
gV=\sM\^-yV\ donde 



\yk(f])\ 



l f yT+Fg 

kn 



\gk(v)\ 



kn + arctg 



kt] 



7k 



kt] 



(2.149a) 



(2.149b) 



Asl, podemos expresar las ecuaciones 1 2.139) de una manera mas util, 



V2M(y k d k ) = \y k \ |4 R ' !) | cos (4 R ' !) + , 



TX 



(y)(*U) 



V2U(g k d k ) = |g /f ||df' 7) |cos 



7k 



(2.150a) 
(2.150b) 

Recordemos que en la ecuacion (2.143 1 aparece {S<p' k ), el cual en funcion de los campos ft^^ R,I \ 



es 



Via 



(2.151) 



94 



ORIGEN DE LAS SEMILLAS COSMOLOGICAS: HIPOTESIS DEL COLAPSO 



tomando el valor de expectation en el estado post-colapso 



if I cos (4 + jI) +i\d{\ cos (oc[ + 7 c k ) 



sustituyendo el valor de 



\ d k I cos ( a k ~ k Vc - 2 ) + '141 cos ( a fc ~ k Vc-^ 



Definiendo la variable que mide el tiempo transcurrido desde el colapso, 



*k = Kv -id- 



ted 

a 



if\ cos (af + j k + Ajt) + i\d{\ cos (cc[ + -y k + S k 



(2.152) 



(2.153) 



(2.154) 



y usando una vez mas las formulas trigonometricas de angulos multiples 



(Scp' k ) Y = ^{\4\ [cos [4 + 7k) cosAfc-sen^ + T^senAj 



■i\di 



cos(a^ + 7^) cos A/t — sen(a / + 7^) sen A^ 



} (2.155) 



En esta ultima ecuacion solo faltan por especificar las expresiones de d k y oS R,1 \ las cuales son 
calculadas a partir de la especificacion del esquema de colapso. En el artfculo 1 170 1 se realiza un 
largo (y tortuoso) proceso algebraico para poder obtener esta expresion para cada esquema de 
colapso que no repetiremos aqul. En el capitulo|3]se presentan las ecuaciones generates l |3.7) y | |3.6) 
para describir al valor de expectation de y( R ^) y ft^y)^' 1 ) de manera independiente del esquema 



y de la epoca cosmologica. Ademas, se presenta en § 3.4 un procedimiento algebraico parecido al 
llevado acabo en |170| para obtener los valores de expectation. 



2.7.3 Comparacion con las observaciones 



Una vez elegido el esquema de colapso, se procede a evaluar la perturbation de la metrica usando 
las ecuaciones semi-clasicas, que en este caso cosmologico a orden lineal en las perturbaciones se 
reducen a { 2.143) . 

En esa ecuacion (s<pQ es el valor de expectation del momento conjugado 8cp k = ft^ /a(rj) en el 
estado | Y) y caracteriza la parte cuantica del campo inflatonico. Es importante enfatizar que antes 
de que el colapso ocurra no hay perturbaciones de la metrica (cf . ver discusion arriba de la ecuacion 
^2.145 1) i.e. el lado derecho de la ecuacion es cero, entonces, solo despues de que el colapso ocurre las 
perturbaciones gravitacionales, representadas por ip aparecen. El colapso de cada modo representa 
el origen de la inhomogeneidad y la anisotropia a la escala representada por el modo. Otro punto 
que es importante recalcar, es que a todo tiempo, el universo sera definido por un solo estado |Y), y no 
por un ensamble de estados. Los aspectos estadisticos, entonces, surgiran debido a que no medimos 
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directamente y por separado cada uno de los modos especfficos representados por el vector de 
onda k, sino por la contribution de todos los modos en la descomposicion armonica esferica de las 
fluctuaciones de la temperatura en la esfera celeste. 

Ahora debemos de comprobar la hipotesis del colapso con las observaciones. Las cantidades obser- 
vadas (por ejemplo WMAP) son las anisotropfas del CMB, ©(ft) = AT/T(ft) = yj ; J3m a/ m Y/ m (n), 



como vimos en £ 2.2.2 el espectro de potencias del CMB esta relacionado con el espectro de poten- 
cias de ip mediante [ 2.48) . Entonces, debemos consider ar la expresion para el potencial gravitatorio 



ip dado por la ecuacion (2.146 1 en la LSS. En esta subseccion derivaremos de nuevo esa formula. El 



punto de partida es la ecuacion \2.7\ 



air, 



Am 



<Kk) 



hikRoWJk), (2.156) 



esta 



en la cual hemos sustituido la relacion de Sachs- Wolfe 1 2.16|, 
de la expansion de ip(t], x). Cada uno de los modos i/>(k) 
inflaton mediante | |2,146) , 



jip(rj, x) y xp(k) es el modo k 
relacionado con la perturbacion del 



^T{k) 



k 2 



S( Pk 



Ik ■ x 



(2.157) 



donde hemos introducido el factor T(k) para representar los efectos de los diversos mecanismos 
ffsicos presentes entre el reheating y el desacople. Estos T(k) son conocidos como las funciones 
de transferencia. Recuerde que la relacion entre la diferencial relativa de la temperatura 0(x) y la 



perturbacion del potencial gravitatorio dada por el efecto Sachs- Wolfe (2.16 1 esta evaluada en la 



emision del foton, esto es en la LSS, de ahf que x = Rd^, siendo Rd la magnitud de la distancia 
entre el observador (e.g. WMAP) y la LSS. Asf, la ecuacion ( 2.156) es 



AlTzsv 



3(2tt) 



3/2 



5c Pk 

d^hikR^Y^Tik)^- 



(2.158) 



Estamos interesados en el valor medio del cuadrado de esta cantidad. Los aspectos estadfsticos 



que permiten darle sentido a la afirmacion emergeran de la ecuacion (2.1571. Esta ecuacion indica 



que la cantidad de interes es el resultado de un infinito numero de osciladores armonicos cada uno 
contribuyendo con un numero complejo a la suma, lo que lleva, en efecto a una caminata aleatoria 
bidimensional cuyo desplazamiento total medio corresponde a la cantidad observacional. Como 



primer paso tomaremos el cuadrado de (2.158 1 



(47r) 2 s¥(-i)'' f, f^,T{k)T{k') IXAl 



a\ m a v . 



d 5 k / d 6 k' 



- (5<p' k ) (5$' kl )*h (kR d )h (k'R d )Y lm (k)Y lm (V), 



9(2tt) 3 J J k 2 k' 2 

(2.159) 

Para obtener el valor "mas probable" 40 nos auxiliaremos de un ensamble imaginario de universos 
e identificaremos el valor mas probable con el valor medio del ensamble. 

El valor medio del producto (5q>k) {P$v)> evaluado en los estados post-colapso tiene una forma 



i0 Most likely en ingles 
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(^S<PkJ (bcpv *) = ~^^ C(k)&kk!' donde C(k) es una funcion adimensional de k el cual codifica los 
aspectos fisicos del esquema del colapso. Entonces, la expresion para el valor "mas probable" (ML) 
de la cantidad de in teres es: 

2 1 s 2 h jdk 2-2 



Wimfm = 9^2 J T C(k)T(kYjf(\k\R D ), (2.160) 

expresion en la cual hemos usado las propiedades de ortogonalidad de los armonicos esfericos. La 
ecuacion 1 2.160) se puede escribir de una manera mas sencilla de integrar si hacemos el cambio de 



variable x = kR^. 



= ^k[ C{X/ Y RD) T{x/R D f${x)dx. (2.161) 



Esta es la expresion en la cual las predicciones del esquema de colapso se pueden comparar con las 
observaciones. Observese en esta ultima ecuacion que la forma estandar del espectro i.e. , un espec- 
tro piano o de Harrison-Zel'dovich, corresponde a reemplazar la funcion C(k) por una constante. 
Esto impondra condiciones a los diversos esquemas de colapso. 



Esquemas de colapso y observaciones Como se menciono arriba, toda la flsica de los esquemas de 



colapso esta codificada en la funcion C(k), la cual es la parte adimensional de (^S(p k ) {^5(p k ,j. Las 
funciones C(k) que se obtienen de los esquemas de colapso son para el esquema independiente 
1 2147) , 



d (k) = 1 + ^ sen 2 A k + — sen(2A fc ), (2.162) 



y del esquema de colapso newtoniano 1 2.148) , 



C 2 (k) = 1 + sen 2 A k ( 1 - \ | - — sen(2A /c ). (2.163) 

Donde z k = krfy. y A; c = k(t] — rf k ). De estas expresiones se puede observar que para recobrar el 
caso C = 1 es necesario que los tiempos de colapso vayan como rj^ <x k . Esta es una importante 
restriction sobre como debe de ser el mecanismo de colapso. 

En lo que resta de este trabajo de tesis se propondra (capitulo|3]l un esquema adicional de colapso 
basado en el funcional de Wigner y desarrollaremos estudios para ver la robustez de los esquemas 
de colapso ante desviaciones de la restriction tj^ oc Ademas estudiaremos los efectos fisicos 
de multiples colapsos y colapsos tardios. 
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CAPfTULO 3 

ESTUDIO DETALLADO DE LOS ESQUEMAS DE COLAPSO. 



The abrupt change by measurement ... is 
the most interesting point of the theory 

Erwin Schrddinger 

Despues del analisis y critica de la propuesta inflacionaria sobre el origen de la fluctuaciones cos- 
mologicas, en este capitulo analizaremos un nuevo esquema de colapso inspirado en las propie- 
dades del funcional de Wigner, haciendo luego un analisis comparativo de los tres esquemas de 
colapso presentados hasta el momento. Se presentara el analisis para el caso de varios colapsos y 
el estudio de las implicaciones de un colapso tardfo. Al final se mostraran algunas predicciones o 
caracteristicas que distinguen a la hipotesis del colapso sobre la explicacion estandar inflacionaria. 



3.1 Ecuaciones generales 



A pesar de que en el capitulo Critica al origen de la estructura propuesta por la Inflaci6n| seguimos 
el procedimiento de |170[ para calcular el C(k) de los dos primeros esquemas de colapso, aquf 
desarrollaremos las formulas generales, independientes del esquema de colapso y de la epoca en 
la que el colapso ocurra. 

Repetimos aquf las relaciones de los valores de expectacion del campo = a(t])Sq> y de su mo- 
mento conjugado fti , asf como de sus valores de dispersion en un estado arbitrario. Primero 
recordamos la definicion de las siguientes cantidades asociadas a un estado dado |0); 



(R,I)t 



GO 



| 2.137a| 



) z |n>, 



| 2.137b| 



de esta manera los valores de expectacion estan dados por, 



{R,i) 
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| 2.137c| 
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y sus dispersiones 



\y k \ 2 (fiL 3 + 2e 



2U(y k d 



Aft 



(RJ) 



n 



» [sic 



2M 



l\g k \ 2 (nL 3 + 2er)-2U( g 4^y 



1 2.140a| 
| 2.140b| 



Recordemos tambien que el estado de vacio |0) esta caracterizado por que sus valores de expecta- 
tion son cero y sus incertidumbres son ^Ay[ R ' 7 ^ = l/2\y k \ 2 (hL 3 ) y (^Aft^^' 1 ^ = l/2\g k \ 2 (hL 3 ). 



R.I 



Por ultimo, debemos expresar en forma polar compleja a las variables del campo cuantico, y k ' 



\yM\e^ V ^r)YSr = I^MIexpK*' 1 )- 

Para obtener las ecuaciones generates que describen la evolution de los valores de expectation lue- 
go de un colapso, procedemos como sigue. Usando las ecuaciones 1 2.150a 2.150b| pero evaluadas 
en el tiempo de colapso rj c tenemos 



h 



Tt, 



(y){R,i) 



>(W) 



>/2|g c |cos(7 c + a) >/2|y c |cos(/3 c + a)' 
donde g c = g(i]c)/yc = y(yc) y los angulos estan evaluados en el tiempo de colapso, 7, 



(3.1) 



7vjc), fie = jS(?7c) entonces, sustituyendo en (2.150 1 obtenemos, 



)w-G{K kiC ; cos(7c+a) ■ 



(3.2) 



con G como la razon entre las magnitudes de 7r(w( R 'J) ; G 



y[ R,I / r tenemos 



\g(v)\ 

\gc\ 



j) \ cos (j8(j/) + a) 
cos(/3 c + a) 



. Haciendo lo mismo para 



(3.3) 



|yfo)l 



donde, Y = . Usando l|3.1| y despejando el angulo a 

\yc\ 



tga 



(7tg) |y c |cosj6 c - (y c ) |g c |cos7 c 
(tt c ) |y c |sen£ c - (y c ) |^ c |sen7 c ' 



(3.4) 



Expandiendo la suma de angulos en 1 3.2 1 



7T 



(y)(iw) 



(7) 



7T 



(y)(W) 



fc,c 



cos 7(^7) — sen 7(7) tga 
cos 7 C — sen 7 C tg a 



(3.5) 



y sustituyendo | |3.4| en ella, llegamos a una de las ecuaciones que nos interesa, 
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\y c \ sen(/3 c - 7) - (#'° ) |g c | sen( 7c - 7) 



|y c |sen(^ c -7 c 



(3.6) 



Repitiendo los pasos anteriores para ( y k 



(zr^) \y c \ sen(/3 c - p) + \g c \ sen(/5 - 7c ) 



(3.7) 



|g c |sen(£ c -7 C ) 

siendo validas estas dos ultimas ecuaciones en cualquier epoca cosmologica posterior a un co- 



lapso 1 y para cualquier esquema de colapso. Las ecuaciones 1 3.6 < y 1 3.7 1 muestran la evolucion 
temporal de las variables del campo luego de un colapso. 



En particular, durante la epoca inflacionaria las ecuaciones |3.6 3.7} se reducen a 



TC 



(y)(*,0 



in) 



7tr ' ) cos Ajt + sen A k 



TC, 



(3.8a) 



9k ) fa) = cosA fc 



1 ^ :T ' 

z 



(y)(iW) 



7T, 



(y)(JU) 



kZr 



sen Av 



TC, 



mm 



kz c 



yc 



7t, 



(y)(*U) 



. (3.8b) 



Es posible expresar < |3.6} sin usar funciones trigonometricas, lo cual puede ser util si las expresiones 
se vuelven muy complicadas: 



TC 



(y)(W) 



(V) 



TCr 



(y)(w)\ mycMg(v))-^(ycMg(y))) 

AR,l)\ mgc)®(g(tl))-Zt(gc)$l(g(ri))) 

yc I my c Mgc)-%(gcMyc)) 



• (3-9) 



Sustituyendo esto en ( 7r[ ) = \ft k ) +i ( tt^'" ) llegamos a 



(3.10) 



donde las funciones del tiempo de colapso rj k , A,ByC son 



J Y mientras no haya otro colapso (cf. seccion |33) o interaccion con agentes exteriores. 
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A(tj,4) = Z(y c Mg( v )) - R(y c )9fc07)), 
B{V, 4) = S(gc)K(gm - K(gc)%(g(ri)), 

Antes de proceder a calcular el valor medio del cuadrado del valor de expectacion del momento 
conjugado 1 3.101 , recordemos que todos los esquemas de colapso propuestos en el capftulo[2]y el 



propuesto en este capitulo en la 6 3.4 se pueden descomponer en una parte aleatoria adimensional 
(/, h) y en una parte con unidades (u, v): 

donde las partes aleatorias tienen como propiedad (derivada de que k y —k no son independien- 
tes): 



f{cfi',c = h lA',c = s u> - K-V- 



Usando estas propiedades el valor medio del producto de dos valores de expectacion del momento 
conjugado es 

2 (|A| 2 |";c, c | 



~ • \B k \ 2 \vkc\ 2 



(3.11) 



k /\ v /\c(4)\ 2 

De esta ultima ecuacion se puede obtener (luego de sustituir las funciones dependientes de la 



epoca cosmologica, i.e. , el valor de — de la ecuacion 12.112 1 y las prescripciones del esquema de 



colapso, e.g. , las ecuaciones (2.147 1 6 12.148 1) la funcion L (k) . 



3.2 Evolucion del campo escalar en diferentes epocas cosmologicas 



Procederemos ahora a especializar las formulas obtenidas para diversas epocas cosmologicas, es- 
to nos permitira estudiar secciones mas adelante como se veran afectadas las predicciones de los 
esquemas de colapso si el colapso auto-inducido ocurre en otra epoca que no sea la etapa inflacio- 
naria o si el colapso ocurre en la epoca inflacionaria pero nos interesa ver el sistema en otra epoca. 
Con este fin dividiremos la historia del universo como sigue, desde —oo<rj<rj e i es la era infla- 
cionaria; la era dominada por radiacion ocurre en el intervalo t] e { < i] < f] ec! , y finalmente la epoca 
dominada por la materia es desde fj e q a la fecha. Es importante notar que estamos ignorando -por 
simplicidad- la aparente era actual de dominacion de la energia oscura. 
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La dinamica del campo escalar escalado )j\Sjl) es 



a 



Vk = o, 



I 2JLT8] 



y usando la ecuacion de Friedmann para el caso piano: 



87TG 2 



| L41a| 



junto con la ecuacion de conservacion 



p' + 3- {p + p) = 0, 



| l41cl 



se obtiene que pa 4 es constante durante la epoca dominada por radiacion y pa 5 lo es durante la 
epoca dominada por materia. Entonces, el factor de escala esta descrito en las diferentes epocas 
como sigue: durante la inflacion 



donde Hi es el parametro de Hubble durante inflacion (y es casi constante) y t]j e es el tiempo 
cuando inicia la epoca inflacionaria. En la epoca dominada por radiacion, 



y en la epoca en la cual el fluido dominante es el polvo, 



(3.13) 



1 8nG 



-i 2 



Pmata 3 (rj - rj eq ) + y/a^ 



(3.14) 



Debe de ser claro de las expresiones del factor de escala que estamos suponiendo que solamente 
un tipo de materia domina durante las diversas epocas cosmologicas y que las transiciones entre 
diferentes eras es continua pero que ocurren en un tiempo despreciable comparado con la duracion 
de las epocas. 

Durante la epoca inflacionaria la ecuacion de la perturbacion del campo escalar toma la forma 



(3.15) 



usando [2.118) y 13.13) obtenemos la dinamica del campo en la era dominada por radiacion 



y'; + k 2 y k = 0, (3.16) 



y para la epoca de materia 
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y'i 



?c 2 

^mat 



[Cmat (V ~ fjeq) + 



72 ) Vk = ®> 



(3.17) 



donde C ma t = \ J ^j^pa 3 . Podemos expresar la ecuacion 1 3.17) , de una manera similar a < 3.15) , 
usando el cambio de variable u = C ma t(rj — rj e q) + ^/a^j, 



(3.18) 



con Ki- = j^—. 

Todas estas ecuaciones tienen soluciones en sus respectivas epocas, por lo que, la funcion completa 
para el modo k del campo escalar es 



' «- fl '(l-^)+^(l + 4) 



1 ( A e ikt] _ Be ib, 



Ce 



-oo < rj < rj ei , 



rjd <rj < rj eq 



(3.19) 



Basado en puros argumentos ffsicos (ver capftulo [2} se pueden determinar los valores de tx y ft, 
el valor a — 1/ y2k proviene de las restricciones que tienen que satisfacer los modos del campo 
y su momenta conjugado (ecuacion 2.122fr y /5 = del hecho de que queremos que el estado de 
vacio cuando rj — > -co sea el vacio de Minkowski. Los coeficientes restantes pueden ser calculados 
usando requisites de continuidad, obteniendo, 



-2tb] a 



2kM 



2 ' 



7k&r& 



2 ' 



(3.20) 



para la transition de las epoca inflation con la etapa dominada por radiation. Para la transition de 
las etapas dominadas por radiacion-materia, 
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-ikBe~ ik i" 



C 



2ka ea (l 



Be-*"!* 



-2ifce -n V*» 1 



mat 



K./a, 



eq 



ka 



eq 



(ky/ a eq iCmat) 

k 2 a ea + C^ flt 



(3.21) 



D 



X -Ae ik ^t + -Be- ih >°i - Ce~ iKU ( 1 - — 
2 2 V km 



' 1 + 



z 

KM 



(3.22) 



Con esto completamos las ecuaciones generales que estaremos usando a lo largo de este capitulo. 



3.3 Evolution con multiples colapsos 



Hasta ahora en esta investigation E51 IT70I se nan investigado los diferentes esquemas de colapso 
suponiendo que cada modo k colapsa solo una vez, esto ha facilitado los calculos ya que no ha 
habido necesidad de especificar la forma del estado postcolapso, salvo su valor de expectation. En 
esta section desarrollaremos las formulas para dos o mas colapsos sin limitar la generalidad sobre 



el estado postcolapso. En la section 3.5.2 se especializaran las formulas desarrolladas aqui para el 
caso en que el estado posterior al colapso sea un estado coherente, como el estado initial de vacio, 
esta suposicion parece razonable ya que los mecanismos de colapso 2 preservan estas caracterfsticas 
del estado cuantico resultante del colapso. 

Las ecuaciones para colapsos posteriores al primero se pueden obtener como sigue. Primero, gene- 
ralizaremos la notation para poder tratar con los tres esquemas de colapso a la vez. Las diversas 
"recetas" dadas por los esquemas de colapso para el valor de expectation al tiempo de colapso r\\ en 
el estado postcolapso pueden ser escritos de manera general para un colapso como 



(nD) e = ^(Vk)' (3-23b) 

donde Ny y N n representan el valor aleatorio del valor de expectation de t/( R ' 7 ) o fc^^i que 
caracteriza al estado postcolapso | £) . Por ejemplo tomando el esquema de colapso llamado "inde- 
pendiente" (ecuacion 2.147^ Ny y N n estan definidos como 



2 No confundir mecanismos de colapso con esquemas de colapso , el primero es una description fisica de las "entranas" del 
colapso -description fenomenologica o no- y el segundo es una "receta" de como podria pasar. Basicamente son dos niveles 
distintos de description. 
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(3.24a) 



~ 2 



4^ fa*)}, = ( X 2) (R,I) \/ ( A 4 R ' J) (4)) - (-24b) 



Es importante enfatizar que el esquema de colapso gobierna a que valor "salta" el valor de expec- 
tacion en el nuevo estado postcolapso. Luego del colapso, el valor de expectacion del modo y[ R '^ 



y evolucionaran siguiendo las ecuaciones |3.6 1 y {3.7 \ respectivamente. 



Existe la posibilidad que durante la evolucion posterior al primer colapso se diesen las condiciones 
para que ocurriese un nuevo colapso. Las condiciones dependeran del mecanismo de colapso y no 
se especificaran aquf. La diferencia entre este nuevo colapso y el primero sera que el valor de 
expectacion del nuevo estado no es cero. Esto se reflejara en las recetas dadas por los esquemas 
para el colapso — > (£2) como sigue: 



tWMy s („M W) \ = „(«.-. ( , ?) + ( i( ,)M (,«)) . ( 3.25b) 



Observese que el lado izquierdo de la ecuacion esta en el estado post-colapso \%2), mientras que 
el lado derecho esta en el estado i.e. , el nuevo estado post-colapso depende del estado pre- 
colapso. Notese tambien que toda esta expresion esta evaluada en rj c f 2 , el tiempo del segundo co- 
lapso. El segundo termino del lado derecho es el valor de expectacion posterior al primer colapso 



evolucionado desde rj^ hasta rj^ 2 mediante las ecuaciones 13.7 y (3.6 1 respectivamente. Las ecuacio- 
nes de evolucion entonces reciben como condition initial el valor del colapso al tiempo n? y luego 
evolucionan sin sobresaltos hasta que ocurre un nuevo colapso. 

Siguiendo el mismo procedimiento descrito, podemos escribir las "recetas" de colapso para el 
n-esimo colapso |£„_i) ->■ |£n): 

«-) + <*f"«")\ , (3.26a) 

\ / n \ i t,n— 1 

(ft(y)m) c = wg5 ($>) + U^n ( ^)\ . 0.26b) 

El segundo termino del lado derecho de las ecuaciones | |3.26) son los valores de expectacion del 
(n — l)-esimo colapso evaluado al n—esimo tiempo de colapso j/f". Es necesario hacer hincapie en esto 
porque los valores de expectacion del estado |£n-l) evoluciono desde rf^ 1 hasta rjp de acuerdo con 



las ecuaciones {3.7 ) y \3.6) usando como condition initial el valor de expectacion dado por el colapso n 



2, que a su vez evoluciono 3 siguiendo, etc. . Esto nos llevara a una relacion recursiva de la ecuacion 



3 N6tese que esto es exactamente la evolucion de un sistema cuantico siguiendo las reglas estandar de mecanica cuan- 
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de movimiento para el valor de expectation de las variables del campo luego de n colapsos. 



Las ecuaciones |3.7} y (3.6 1 son validas en el periodo entre dos colapsos consecutivos, e.g. ,nyn — \, 
lo que significa que estas ecuaciones son validas desde el tiempo t]^ 1 (su condition initial) hasta 
7/£". Ahora que ya tenemos la "receta" para el n— esimo colapso, podemos incluir todos los colapsos, 
desde el primero hasta el n— esimo en las ecuaciones de evolucion. Las ecuaciones de evolucion del 
valor de expectation del campo y su momento conjugado despues del n— esimo colapso se pueden 
escribir como sigue 

(n^fo)) = (nf l ) C n A n {ri) + UV) (vV) C n 0.27a) 

yV(v)) = (4'%£n{n) + D«{v)(yV) c n ' (3.27b) 

donde las funciones A n , B n , C n y D n son las variables que marcan la evolucion temporal del sistema 



en el lapso que va desde jyf* hasta rj. En particular, durante la epoca inflacionaria 1 3.8 1 son 



A n {tj) =cosA„ + SenA ^, (3.28a) 



2„ 



B n (r]) = -k sen A„ (3.28b) 
- cosA„ (I 1 \ senA„ / 1 \ 

Cn(fl) = — j— [-- — )+— + (3.28c) 



/c y Z* Zfi J k \ Z ' Z 

DJti) = cos A„ - ^h., (3.28d) 

z 

donde A n la variable del lapso transcurrido desde el colapso rj c ^' hasta rj multiplicada por el vector 
de onda k i.e. A„ = k(f] — r/l") = z — z n , z = krj y z„ = fcj/f". Para estados intermedios, i.e. el estado 
\i) con f =^ n, hay que notar que los z — krj deben de sustituirse por Z; = j_|_i y las A n = z — z n por 
Ay; = Zj - z,-. 

Para obtener la ecuacion de evolucion del valor de expectation luego de n colapsos sustituimos en 
las ecuaciones de evolucion 1 3.27} , las "recetas" del colapso n— esimo 1 3.26} en las cuales hay que 



sustituir en el segundo termino del lado derecho las ecuaciones 1 3.27} pero ahora para el colapso 



n — 1 , etc. . Haciendo esto iterativamente llegamos a la siguiente expresion para la evolucion del 



tica, en el intervalo entre mediciones la funcion de onda evoluciona siguiendo la ecuacion de Schrodinger y en los tiempos 
en los cuales ocurren las mediciones existen reducciones de la funcion de onda, que luego de la medicion evolucionara 
siguiendo la ecuacion de Schrodinger con la condition initial del nuevo estado, etc. . 
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valor de expectacion del momenta conjugado ft? luego de la ocurrencia de n colapsos 4 



+ ^ni 2 (An^An + Cn^Bn) 



C n -iB„) + C„_2 (B n _iA n + D„_iB n )] 



T rc-3 

+ C n _3 



(A n -\A n + C n _iB„) + C n _2 (B n _iA n + D n _iB n ) 
Bn-2 {A n -\A n + C n -\B n ) + D„_2 (B„-iA n + D„_iB„) | 



N y„'- 2 (B M _iA„ + D n _iB„) 

+ C„_iB n ) + D„_2 (B„_iA„ + D„_iB„)] 



^ 4 |b„_ 3 A„_ 2 (A n ^\A n + C„_iB„) + C„_2 (B„_iA„ + D n _iB„) 
+ D„-3 B„_2 (A„_iA„ + C n _iB n ) + D„_2 (B„_iA n + D n _iB n ) j 



con una expresion analoga para {y^' 1 " 1 (f]k)^- Debido a la forma particular de las "variables de 

iflacionaria se puede demc 

A t Aj + QBj = A f = cos A; 



(3.29) 



evolucion" 1 3.28) en la epoca inflacionaria se puede demostrar que 

sen A,- 



BiAi + DiB 



J 



B, 



-k sen A,-, 



(3.30) 



(3.31) 



para j > i. Notese que las variables A n y B„ tienen la misma forma que A„ y B„. Entonces, la 
ecuacion 1 3.29) se puede escribir como 



^)(^)( 7 ))=N^ 1 A„+N^ 1 B n 



R,l 



jR,l 



<i 3 A„_2 + <! 3 B -2 + ... 



(3.32) 



La formula 1 3.32) muestra la generalizacion de la ecuacion ( |3.6) para varios colapsos en la epoca 
inflacionaria. La evolucion para el valor de expectacion de ft^^ R,I \ es como la superposicion de 
varias evoluciones de un unico colapso, donde en cada evolucion el colapso sucede a tiempos 
diferentes. 



4 Hemos removido la tilde de las variables A, B, C y D para no cargar mas la notation. 
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El momento Scp k esta relacionado con ft? mediante Scp k = ft} / a, 



6 n 



TC, 



(y)R 



+ 1 (ft 



(3.33) 



La cantidad que nos interesa es el valor medio del producto de esta ultima ecuacion, ya que con 
ella podemos obtener las predicciones de los esquemas de colapso. 

T R,I 



3.1 



f^u k y = h^w k 



Usando la misma descomposicion que al final de la seccion 
donde /, h son variables aleatorias adimensionales, y u, w son la parte de la receta de colapso que 
carga con las unidades (por ejemplo, para el primer esquema de colapso en su primer colapso, u k = 
^/hL 3 /2\g k (rj)\ y w k = ^/hL 3 /2\y k (tj)\). Entonces, el valor medio del ensamblen del cuadrado de 

Nn' 1 are (n* N*, *) = {S kJd + S K _ v )u k u* k y (n^N^ *) = - h,-k')u k u* k y expresiones 
similares para Ny' 1 . 

Asl, el valor medio del ensamble del cuadrado del momento conjugado 5cp k para n colapsos es 



a{rj) 2 ^«=° 



\ u k\n-l-i^-n-i,k + \ w k\n-l-i^ni,k 



(3.34) 



En particular para dos colapsos 



' > W 



2 



[&l k \u k \\ + A z u \u k \l + Bl k \w k \l + B u |w*lo}/ (3.35) 



donde \u k \ 2 = \u k (rj k ") | 2 y |itf/ c | 2 = \w k (t] c k ) | 2 siendo n el ntimero de colapsos ocurridos. Siguiendo 
la misma notacion el valor medio para tres colapsos es 

2 



—y{&l\u k \\ + K\\u k \\ + K\\u k \l + B 2 H| 2 + B 2 |^| 2 + V\\w k \iy (3.36) 



Si utilizamos los esquemas de colapso 1 2.147} y 1 2.148) en la ecuacion 1 3.34) para el caso de un solo 
colapso obtenemos las ecuaciones [2.162) y [2.163) respectivamente. 



3.4 Nuevo esquema de colapso: a la Wigner 



Antes de indicar el esquema de colapso y sus consecuencias, revisaremos algunos conceptos preli- 
minares sobre el funcional de Wigner, sus propiedades, su lfmite clasico y su forma para campos 
cuanticos. 



5 Toda esta seccion fue presentada en el articulo de A. De Unanue y D. Sudarsky publicado en P/n/s. Rev. D 0801, 2008. 
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3.4.1 Distribution de Wigner 



El concepto de espacio defase es muy util en la fisica clasica, el cual se puede entender como una 
interpretation geometrica de las ecuaciones de Hamilton, al considerar las variables canonicas 
generalizadas (q\, . . . ,cj n ,p\, . . . ,p n ) de un sistema de n partlculas como un solo punto en una va- 
riedad 2n-dimensional llamado espacio de fase 1102 216 |, asi el problema de mecanica clasica se ve 
reducido al estudio de la trayectoria de un solo punto en el espacio de fase. Cuando el numero de 
partfculas es muy grande (del orden de n ~ 10 23 ) es necesario utilizar metodos estadfsticos, para 
esto, se utiliza \a funcion de densidad de probabilidad o funcion de distribution del espacio defasef(q,p) 
la cual determina la probabilidad de encontrar el conjunto de variables que describe el sistema 
(q, p) en una region infinitesimal de volumen dX = Tl" =1 dqjdpi, dP = f(q, p)dA. 

Sena deseable tener en mecanica cuantica un "espacio de fase cuantico". Este deseo presenta de 
inicio varias dificultades, por ejemplo, debido al principio de incertidumbre de Heisenberg, no es 
posible asignar a una partfcula o sistema una position q y un momento p simultdneos, dificultad 
que se puede evadir definiendo como soporte no puntos (como en el caso clasico) si no areas que 
dividan el espacio de fase en areas de orden Ink de tal manera que el producto de las incertidum- 
bres de q y p no exceda 1 /2h HOI . En el artfculo seminal [220J, E. P. Wigner propuso una funcion 
de distribution para describir un sistema cuantico en el espacio de fase usando el operador de 
densidad 6 ' 7 p flDlH71H5H 



1 f 00 / 1 
W ^ ) = 2^J-J y \1-2 y 

donde p es el momento conjugado de y. Si el estado es puro, p = |Y) (Y| la funcion de distribution 
toma la forma 



y )exp 



(3.37) 



W ^ = m L d » w G " H T * + H exp (?¥) (3 ' 38) 

Estos resultados son para el caso unidimensional, la generalization al caso multidimensional es 
directa: el termino 2nh debera ser reemplazado por (2nh) n donde n es el numero de variables 

6 En la referencia [ 92 1 la funcion de distribution de Wigner esta definida con un factor de 2 extra: 

w{q ' v) = -k /I dy ( q - Mi + y ) exp (T) 

7 Es posible reescribir las reglas de mecanica cuantica usando el formalismo del operador de densidad [section 6.4 de 
[47). El operador de densidad p se define como sigue [ibid.]: Sean Ej, ...£«... Eu con u ensambles de sistemas flsicos del mismo 
tipo, sea N K el numero de elementos de E„, sea E el ensamble de todos los N = Ni + . . . + N a + . . . + N fl elementos de los diversos 
E a . Supongamos ademds, que cada E a puede ser descrito por un ket normalizado \(p x ), entonces el operador 

es llamado "el operador estadistico del ensamble E", tambien conocido como "operador de densidad" o "matriz de densidad" El opera- 
dor de densidad tiene como propiedades que (i) p es hermitico, (ii) p es positivo definido, (iii) Tr(p) = 1, (iv) Tr(p 2 ) < 1 
donde la igualdad se cumple si p es un operador de proyeccion. Si un ensamble E se puede describir con un vector | Y) en- 
tonces es llamado estado puro y puede ser descrito tanto por |Y) como por p = |Y) (Y|, el cual es un operador de proyeccion. 
Si el ensamble E confine elementos de diversos sub-ensambles E a se le conoce como mezcla (mixture en ingles). 
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de Y, y el producto py de la exponencial es cambiado por el producto escalar de los vectores 
n — dimensionales py y- 



Propiedades de lafuncidn de Wigner. Se listan a continuacion las propiedades de la distribucion 
de Wigner 1921 , 

I. W((j, p) con cumple 

' dpW(q,p) = \Y(q)\ 2 = (q\p\q) (3.39a) 

?W( 9 ,p) = (p\p\p) (3.39b) 

J dp j dqW{q,p) = Tr(p) = 1 (3.39c) 

II. W(q, p) es invariante ante transformaciones de Galileo, i.e. ip(q) — > ip(q + a) entonces W(q,p) — > 
W(q + a, p) y si ip(q) — > e l P >c l /Tl ip(q) entonces W(^, p) — > W(q, p — p'). 

III. W(q, p) debe de ser invariante ante inversiones temporales. 

IV. Si W^(^, p) y VJq,{q, p) corresponden a los estados (p(q) y ip(q), respectivamente, se tiene 

2 



(Infi) jdq J dpW^(q,p)W f (q,p). (3.40) 



Esta propiedad tiene dos consecuencias interesantes. Si <p(q) = xp(q) entonces 

J dq j dp[Vl^q,p)] 2 = ^- h , (3.41) 

y si <p y i/> son ortogonales 

Jdq J dpW,p(q,p)W^(q,p)=0, (3.42) 

lo cual implica que W(q,p) no puede ser positiva en todos lados del espacio de fase. Esta 
conclusion es general [221 [: si la funcion de distribucion satisface la propiedad (i) entonces 
asumira valores negativos para algunos p y q 8 . 

V. La representacion de Wigner de un operador cuantico R u ,(p, q) es 

Rw{p,q) = J {q-\y\&\i + \y) ex p(x)' (3 ' 43) 

Recordando que el promedio de la variable dinamica R en el estado p esta dada por (R) = 

Tr(pR) 

(R) = Tr(pR) = JI W(q r p)R w (q, p)dp dq. (3.44) 



8 La funcion de Husimi H(q, p) no satisface la propiedad (I) y es positiva en todo el espacio de fase [seccion 15.3 de ITol , 
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VI. Definiendo la transformada de Fourier de la funcion de onda 



^ (p) = 2^/ d ^ )eXp (^ 



(3.45) 



la ecuacion 1 3.37) puede reescribirse de la manera 

1 r „ / 1 



W(q,p) 



2nh 



dk 



k)exp 



(3.46) 



En 1 221 [ se muestra que las propiedades I-IV determinan la funcion de distribution de manera 
unica: la dada por la ecuacion ( 3.37| . 



Dindmica y Hmite cldsico. La dinamica de la funcion de Wigner (toda esta seccion esta basada 
en el capftulo 5 [10[ y la seccion 2.3 de [92[), puede ser deducida de la ecuacion de evolution del 
operador de estado p, 

donde H = p 2 /2M + V es el Hamiltoniano del sistema. Es conveniente reescribir esta ecuacion 
separando las contribuciones de la energla cinetica y la potencial. 

dp _ <>kP dyP 
dt ~ dt dt ' 

siendo 



dt ~ 2Mh 



(pp 2 - p 2 p), 



dyp 
dt 



(pV - Vp), 



Resulta conveniente evaluar 1 3.47a I en el espacio de momentos 

-(p\p\p') = ^wAp\p\p')(p' 2 -p 2 ) 

:(VW)(P' + VW-V)- 



dt 



2Mh 
i 

2Mh 



(3.47a) 
(3.47b) 

(3.48) 
(3.49) 



Usando (3.46 1 para trans formar a la representation de Wigner, obtenemos 



P + \ k ) P k ex P ) dk > 



(3.50) 



el factor de k dentro de la integral puede ser reemplazada por el operador — f ~^ ~ obteniendo 

112 



NUEVO ESQUEMA DE COLAPSO: A LA WIGNER 



dt 



p d 
M dq 



Realizando pasos similares para pero en la representation de posiciones: 



(3.51) 



d y-{ x \p\ x i) = L( x \p\ x <) [V(x)-V(x')}, 



usando l |3.37) 



v { q + l y ) ~ v V ~ \ y 



Si V (x) es analitica se puede expander en Series de Taylor 



2 „ d"V(q) 
P ar nl y dq" 



Como antes, podemos reemplazar y n dentro de la integral por 



i) {dp 



dt 



W(fl,p,f)=r • -(-ih) n - ldn ^^W(q r p r t 

\ \'V I L-in=impar n [ y ' fan g„n Vt'r' 



, fuera de la integral 
) (3.52) 



Sumando las ecuaciones 1 3.51) y 1 3.52 \, 



^P^ = -Uq W ^ + ^ 



■impar jj| 



1 Hr'^W(*rt (3-53) 



f dp" 



la suma de terminos en potencias de h podria sugerir que esta ecuacion tiene un limite clasico facil 
de extraer. 



(3.54) 



Despreciando la contribution de las correcciones 0(fi 2 ), esta es la ecuacion de Liouville. Pero es- 
ta apariencia clasica es engaflosa, los terminos de orden h n involucran la derivada n— esima de 
W(q, p, t) con respecto a p. Esto puede generar factores de 1/h y cancelar 9 asi los factores explfci- 
tos de h. En estos casos las correcciones no desaparecen en el limite fi — » 0, ver Ballentine |10] para 
una discusion mas extensa. 



9 E1 caso de dos ondas gaussianas separadas, es un ejemplo claro de esto: 

Y(fl) = \e-^ 2 ^ 2 + e-^ 2 ^' 2 } (3.55) 
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Distribution de Wigner para campos cudnticos. A cualquier estado de N partfculas \^¥^) en el 
espacio de Fock le corresponde la funcion de onda de N partfculas |92| dada por 

Y N (ri,r 2 r N ) = JL(o|#(n) . . .#(r N )|Y N ) (3.56) 

donde !/>(/,) es el operador de campo cuantico [ver |1731 para una explication mas detallada]. Note- 
se que la funcion de onda esta expresada en la base del espacio de Fock, en este caso tenemos que 
la funcion de distribucion para el estado (Y^), es 



W(ri,...r N ;] 



Pn) 



\2nh J 



3N 



d 3 y 1 ...d 3 y N exp 



h 1 



■y 



11 11 



(3.57) 
(3.58) 



Como se puede observar, esta forma de la funcion de distribucion de Wigner es para estados con 
un numero de partfculas definido. Lo que se necesita es calcular la funcion de onda en la base de 

y- 



3.4.2 Funcion de onda del campo escalar y 



Para obtener la distribucion de Wigner del campo del inflaton primero obtendremos la funcion de 
onda, recordemos antes que los operadores hermitianos son y( R '^ y tz;(J/)( R ' 7 ), dados por (2.133 1. 



Si usamos la relacion [ 2.122) es posible despejar a 



l JR,I) _ ,( V )(R,1) 
V2 k ~ k 



'(r,)ym-yt' 1] {ri)sm- 



(3.59) 



Tomando el complejo conjugado de ( 2.127) y ( 2.128 1 tenemos 



= + h) £ """ ,^,,<,u, ~ ,2 #"'"^" • 



acomodando terminos, 



(y)(R,I) , R JR,I) 



donde 
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Por definicion, la aplicacion del operador de aniquilacion, a^ R '^ al estado vaclo, es cero 



«f|0)=0, 



entonces, usando esta propiedad y sustituyendo en ella a 1 3.59) , obtenemos 11187 



{ixfi* I + M*> I (ri)}\0)=0. 



Es importante notar que al ser un operador hermitiano, y[ R rI \ tiene garantizada la existencia de 
ciertos estados, \y R ' 1 ) que son sus eigenestados, con eigenvalores 10 y?' 1 : 

y\ \v* > = Vk \Vk >■ 

Los eigenestados son ortonormales y completos. Proyectando sobre estos estados 

te<i^|^|0)+^|^|0>=0 
Usando la relacion de completitud de los eigenestados \y R ' 1 ) 

[ I ~R,I\i ~R,I\ A -R,i ■, 

J \y k ' )(y k \ d Vk =1 

llegamos a 

-(^l4 y)(R ' 7) I^X^|o>^ + / P(vr\t' I] WXaFVWt (3.60) 

«(|^|^ )(,W) |i^>(flf r |0>^ + / ftft<i^|fl^)<i^|0>^ (3.61) 
Como los eigenestados son ortonormales y normalizados mediante 

(yjt Iv* > = s (y k -v k ) (3-62) 



10 Las unidades de los eigenvalores son las mismas que las de y^, es decir [y^] = M 1/,2 L 5 ' 2 . Es importante no confundir 
con las elecciones de vacio 
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Ademas, de las relaciones de conmutacion 1 2.131) , se obtiene 



11 



/ R,1\aR,I\ ~R,I\ 

(y k ' K' \y k ' > 



(3.68) 



Integrando 



dividiendo por ocfiL 3 /2, 



tfiL 3 d 



j+PVk' 1 <!/**'' |0>=0, 



(3.69) 



(3.70) 



Esta ecuacion tiene como solucion 12 



ftfl»> = ^(-3^(«f0 



(3.71) 



La constante A se puede obtener de la condicion de normalizacion: 



<o|yf'W|o> 



yf'')lV' = i 



(3.72) 



Obteniendo 



A 



2/3 \ 
ctnhL 3 I 



1/4 



1/4 



2/c 



U 1 + ^ 



(3.73) 



Si expresamos el valor de a y /5 en 1 3.71) 



^os pasos de la deduccion se muestran a continuation 



[)/, 



R,f #R,h 



1 . 



-ihU 



1 , 



{yVKW) = 



ihl? 



(yV-yV) 



(yV\*¥\yr) = -]i^\y¥-y¥) 



(3.63) 
(3.64) 
(3.65) 

(3.66) 
(3.67) 



donde en el ultimo renglon se uso una propiedad muy conocida de las deltas de Dirac. 

12 Notese que [y^] = M 1 ^ 2 ! 5 ^ 2 , entonces en la ultima exponencial de la funcion de Wigner tiene unidades de [pj 

M l/2 L 3/2^ 
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2k 



,1/4 / 



exp 



V 



ftL 3 1 



(3.74) 



A partir de ahora dejaremos de usar el sfmbolo de y por comodidad usaremos y^, salvo en los 
casos que pueda haber confusion. Procedemos a escribir la funcion de onda en una forma mas 
comoda para obtener su complejo conjugado, 



Y RJ (vV'V) = A exp 



su complejo conjugado es entonces 



(3.75) 



jfc 



> . 



(3.76) 



3.4.3 Funcional de Wigner para el modo y\ campo escalar y 



Evaluamos [ 3.75) y 1 3.76) en (yf' 1 — jY^'j y las multiplicamos entre si antes de sustituirlas en 
<338) 13 : 



obteniendo, luego de la sustitucion, 



13 N6tese que dividimos el ultimo exponential de la funcion de Wigner j3.38) por L? 
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k 



V 1 + itv / 



> x 



f 



exp 



exp < 



2hL 3 1 + 



1 



k 2 rj 2 
2 



hi]L 3 ^ 



+ 



— • W 

1 J/fc 2 /t 



Jfc 2 »7 2 



> exp 



IzL 3 



Usando la formula de Euler y definiendo una nueva variable J, en la penultima exponential, 



ht]L 3 i+i yfc 



llegamos a 



2A: 
"fcL 3 



V 1 + fcV / 



> x 



\ 1 + k 2 v 2 / 



> x 



cos(7Y, R ' / )-fsen(7Y, R ' 7 ) 



cos 



fiL 3 



i sen 



fiL 5 



notando que la integral es sobre un intervalo simetrico, los terminos impares no contribuiran (se- 
ran cero) a la integral. Utilizando la identidad de angulos multiples del coseno: 



2k 



/CO „ , 

-co 



exp < 



\ 1 + k 2 V 2 / 
/ 



> x 



2fiL 3 



1 



V 1 + fcV/ 
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Para simplificar la notacion introducimos 



2SL3 (l + ^ 



entonces el funcional de Wigner es hasta ahora, 



W(y^7t*^) = AA*expl-4My£ 



,R,I 



dY*' 1 exp 



R,r 



hL 3 I Yk 



R.I 



Es posible integrar ya que es simplemente la transformada de Fourier de la funcion gaussiana, y 
usando 



AA* 



2k 
hnL 3 



( \ 



1/4 



llegamos al funcional de Wigner del estado vacio del campo escalar escalado i// c : 



W(yf,7rf ,r,) =2 (l+ ^) 1/4 exp ("4? (yf 7 ) 2 ) exp 



V 



7" 



?zL 3 j 



4? 



/ 



(3.77) 



La funcion de Wigner calculada 14 , 1 3.77 1, tiene una forma parecida a la de una funcion gaussiana 
bidimensional generalizada, como era de esperarse. Para hacer esto mas claro, acomodaremos 
terminos 15 



w(y£'W'^) = 2(i 



k 2 t] 2 



1/4 



exp 



2k 

w 

exp {kir^ 1 ^' 1 ) exp 



+ („R,l 
2fiL 3 k 3 ti 2 



Comparando con 



14 La funcion de Wigner es adimensional. 
15 En este reacomodo se utilizo 
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f(x, y) — A exp (- (a(x -x ) 2 + b(x- x ) (y - y ) + c{y - y ) 2 ) ) , 
vemos que la gaussiana esta centrada en (0, 0), y sus coeficientes son 16 

_ 2k 2 _ (l+k 2 n 2 ) 

la aparicion del termino cruzado (es decir, b ^ 0) es indicativo que los ejes principales de las 
secciones transversales de la gaussiana estan girados respecto a los ejes (yf' 1 , Estamos in- 

teresados en las dispersiones de ambas variables (c ri y <j ri). Para obtenerlas rotaremos los ejes 
para obtener una gaussiana bidimensional en su forma normal 17 . 

Es conocido que la ecuacion de una conica, 

C = a n (yf J ) 2 + «22 ; ) 2 + 2a xl yl' l nl' 1 + 2a 01 yf' 1 + 2a^n\' 1 + a 00 = 0, 
se puede expresar de una forma matricial 



C = ( i vV vV ) 



f «00 «01 «02 ^ '' 1 



fl l «11 «12 

y «02 «i2 fl 22 y 



A la matriz central, que llamaremos A se le conoce como matrix de la conica. De aquf tambien se 
puede definir la matriz A$ 



A 



a\2 an 



Se puede demostrar que la matriz A$ define el tipo de conica y los ejes principales de la misma. La 
ecuacion caracterlstica de Aq 



det(AI - A ) = A 2 — Tr(A )A + det(A ), 



(3.78) 



En nuestro caso en particular 



16 Las unidades son: [a] = (ML 5 ) -1 , [b] = (ML 4 ) -1 y [c] = (ML 3 )- 1 . Las unidades de yf' 7 y son [i/f''] = 

M l/2 L 5/2 y [p R,I] = M l/2 L 3/2^ 

17 N6tese que reescalamos el eje n^aH^ = n^/k e hicimos una simple rotation (i.e. y 1 ^' 1 = y^' 1 cos ©jc + IL^' 1 sen GV, 



n ,R,l = n R,l cog _ y R,l gen Qk) 
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A 



a 00 











a 


6/2 





6/2 


c 



A (1 



a 6/2 
6/2 c 



donde a, 6 y c estan dados arriba. La ecuacion caracteristica 1 3.78} es 



6 2 

A 2 — (a + c)A + (flc — — ) =0. 

Se puede observar que flc y 6 2 son dimensionalmente compatibles, pero que a y c no lo son. Para 
arreglar esto multiplicaremos y dividiremos la variable por A:. Ahora definiremos una nueva 
variable LI^ = n,'* /k,y los coeficientes a, b y c se convierten en 



2k W 



2 c ,_(l+fcV) 



rjhL 3 ' 



2hL 3 kri 2 ' 



teniendo todos los coeficientes unidades de (ML 5 ) 1 . La ecuacion caracteristica despues del esca- 
lamiento es 



2 \ hL^krj 2 J h 2 L 6 
con soluciones dadas por la formula estandar de las ecuaciones cuadraticas 18 : 



(3.79) 



A 



(±) 



1 + 5k 2 t] 2 ± a/1 + 10k 2 i] 2 + 9A:V 
4?zL 3 fo/ 2 ■ 

El angulo de rotacion respecto al eje yf' 1 , se puede obtener mediante 

b 



t g 20 /c 



a — c 



resultando en 



20 = arctt 



Akrj 
1 - 3k 2 r; 2 



La ecuacion reducida esta dada por 



(3.80) 



(3.81) 



^ j R,i , i r-r/ R,l , detA 
A (+) y fc +A ( _,n t +^=0, 



(3.82) 



8 Las unidades son [A] = (ML 5 ) 1 
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donde det^4/ det Aq = floo- De aqm podemos observar que la elipse en estas nuevas coordenadas 
es una elipse vertical 19 . La funcion de Wigner en estos nuevos ejes es 

W >-ot =2(l+ ^2) V4 exp (-A (+) (yf 7 ) 2 ) exp (-A ( _ } (llf ^ , (3.83) 
donde W r0 f = W ro t (y' , JJ'f' J ,f]). Las dispersiones 20 pueden leerse directamente siendo 

pJw = T-> <w = Y— (3 ' 84) 

y k A( + ) 11 k A(_) 



3.4.4 Esquema de Colapso a ?a Wigner 



En el capitulo , ' jCritica al origen de la estructura propuesta por la mflacionf (cap.[2j , se propone 
que los valores medios de y\^' 1 ^ y ft^^ K ' 1 ^ en el estado posterior al colapso adquieran valores alea- 
torios independientes, estos esquemas de colapso obviamente estaban ignorando las correlaciones 
entre las variables canonicas (j/j^'^, 71"^ ^ que impone la mecanica cuantica a traves del prin- 
cipio de incertidumbre de Heisenberg. En esta seccion se propondra una relacion mas natural que 
tomara en cuenta la correlacion entre las variables y( R,I > y ft^)^' 1 '. El nuevo esquema de colapso 
esta basado en la recien calculada funcion de distribucion de Wigner, y propone un colapso donde 
los valores medios de los estados post-colapso esten dados por 21 

{yl' I )~=xf' 1) A k cos6, (3.85a) 
(7rf' 7 ) E = x[ R ' 7) Absent). (3.85b) 

Es decir, colapsaran a un valor dado por x^ R >^ - la cual es una variable aleatoria gaussiana norma- 
lizada centrada en cero - y con una dispersion A^ZO^, con A/ c dada por 

AfjVMM (3.86) 




1 + 5k 2 n 2 + \0k 2 n 2 + 9A 4 ?/ 4 



y 0fc estara dada por | 3.81[ .La dispersion es elegida basandose en el hecho de que la distribucion 



de Wigner del estado vacfo de un oscilador armonico es una funcion gaussiana bidimensional, 



19 Ya que el eigenvalor menor corresponde al eje mayor. Esto se puede observar de la ecuacion de la elipse vertical 

x 2 v 2 

~ + 2- = l, a>b 
b a 

20 La dispersion estadistica de una variable x, tiene unidades de [<r x ] = [at ] 

21 Se agrego una k en la segunda ecuacion 3.85b por la definicion que se hizo del momento conjugado para que 



tuviese las mismas unidades de yjt 
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entonces, A k esta dada por el semi-eje mayor de la elipse definida por la funcion gaussiana tri- 
dimensional. Esta elipse corresponde a la frontera de la region en el "espacio de fase" donde la 
funcion de Wigner tiene una magnitud de 1 / 2. 

De esta manera, este esquema de colapso no ignora las correlaciones entre las variables canonicas 
que estaban presentes en el estado anterior del colapso (i.e. , el estado de vario y en todos los esta- 
dos), ya que esta informacion esta integrada en la funcion de distribution de Wigner. La eleccion 
de esta funcion para describir estas correlaciones es justificada [ver por ejemplo 10, 92, 221J. 



Igualando l |2,139) con 1 3.85) tenemos 



^{Vkdl' 1 ) =xf' 1) A k cos6, 
Vl^fgkdf' 1 ) =x { k R ' I] A k ksen8, 



(3.87a) 
(3.87b) 



Como vimos en el capftulo [2] es deseable expresar en forma polar a d^' 1 = |d^^|e m,; , yf' 1 ^) = 
\y R,I \e 1 ^' y g 1 ^' 1 (f]) = \g k ' ! \e' lk ' en particular nos interesan estas ecuaciones al tiempo del colapso: 
para indicar esto usaremos un supermdice c (de colapso) en los angulos f> k y y k . 

Recordando ademas que, 



K(y k d k ) = \y k \\d k K '^|cos «r +fc )> 



] 2.150a| 



1 



^{gk d k) = \gk\\d k ' '| cos \ oi k "' +7fc, 



| 2.150b| 



llegamos al par de ecuaciones 



df' I \cos(oL k + ^ k ) 



V2\y k \ 



xf ,! A k cos 9, 



dF|c° s («)fc + ?)t) 



V2\g k 



x^AitksenO. 



(3.88a) 
(3.88b) 



Es posible reescribir g k {rj) y y k {rj) en forma polar, 



\Vk(v)\ 



1 / Jl+k^ 



2k 



kt] 



, h 



krj + arctg 



krj 



| 2.149a| 



\gk(v)\ 



2' 



7k 



krj 



TT 



| 2.149b| 



Usando las identidades trigonometricas 



cos 2 (arete x) = sen 2 (arete x) = ~ 

v b ' 1+x 2 y b ' 1+x 2 



(3.89) 
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Las ecuaciones 1 3.88} quedan ahora 

(cos(af ,l - kt])ktj + sen(a R>1 -krj)\ - —J — x R>I A k cos 9 
' " J V2\y k \ 

1 



i R ' l \ 



x R,l A k k sen 9 



V2\g k \ k 

Sustituyendo ( |3.90b > en [ 3.90a) , obtenemos una expresion para |: 



(3.90a) 
(3.90b) 



i R ' l \ 



xT,' A k 



V2\Vk\\gk\ cos{oc R ' ! - kt])krj 
insertando esta ecuacion en < |3.90b) 



(oc^' 1 — krj) = arctg 



1 + k 1 ri 2 \g k \cos8-k\y k \sen9) (3.91) 



krj sen 9 



krj cos 9 — sen J ' 



(3.92) 



Usando de nuevo las identidades 1 3.89) , podemos expresar cos(a — krj) y sen(a — krj) de la forma 
siguiente 



cos(ttj; — krj) 
sen(a k — krj) 



Entonces podemos expresar 13.91 1 como 



krj cos 9 — sen 9 




— 2krj cos 9 sen 9 


+ sen 2 




krj sen 9 






— Ikr] cos 9 sen 9 


+ sen 2 9 



(3.93a) 
(3.93b) 



\d R ' ! \ = **, ^ A k Jk 2 rj 2 -2krj cos 9 sen + sen 2 



El valor de expectation del momento conjugado de iJtpj. en el estado post-colapso |fi) es 



(3.94) 



3 n 



\gk\ 



Ci a 



*k I cos (a£ + 7 fc + A fc ) + i|4l cos [cc\ + ^ k + A k 



| 2l54l 



donde sera bueno recordar que 7^ no esta evaluada en ^ c y Aj. = k(t] — rjV) es el tiempo transcurri- 
do desde el colapso. Insertando 1 3.94) en el valor de expectation del estado post-colapso 



\ n /n y/2a\y k \ krj\ k ^ k 

k 2 rj\y k \ cos Aj- sen0 + sen A k (\g k \ cos 9^j 1 + A: 2 ^ 2 — fc|y, 



'jt I sen 9 



(3.95) 
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usando una vez mas las identidades trigonometricas 1 3.89} pero ahora aplicadas al angulo 0^ 13.81 1 
y sustituyendo l |3.86 1 en esta expresion llegamos a 



krj c VtiL 5 k 



x) + ixi 



<Vc) (1 + 10^2+9^4)1/4 L + 5k2f] 2 _ ^ + ^2 + g^j 



cos A k \ a/1 + 10k 2 rj 2 + 9k*t}t - 1 + 3k 2 t] 2 



sen At 



kt] c 



1 + Wk 2 tj 2 + 9fcV + 1 - 3k 2 t] 2 - 



1 + 10k 2 rj 2 + 9k^ - 1 + 3k 2 t] 2 



(3.96) 



Ahora tomaremos el valor medio del ensamble imaginario de universos del cuadrado de \5(p k ) (cf . 



£2.7.3 



para una mayor explicacion) , dejando afuera el factor de hL^k/ia 2 , y lo denominaremos 



Cwigner (^) 



32z 2 



l + 10 Z 2 + 9z4 l + 5z 2 - J\ + \§z\ + 9z\ 



1 + 10z2 + 9z4-1 + 3z2 



sen At , 
cos A k ) + 



Zk 



sen A k 



1 + 10z 2 + 9z£ - 3z? - 7 



■8z fc cosA,tsenA fc }, (3.97) 



donde se ha reemplazado ki]^(k) por z k . Por lo tanto la cantidad observacional (2.161 1 es 



2 s 2 h f C Wigner (x/R D ) 2 . 2 

F/mlML = ^2 J x T(X/R D ) ] l (x)dx. 



(3.98) 



Con esta expresion podemos comparar las predicciones de este esquema de colapso con las ob- 



servaciones, analisis que se hara en la seccion 3.5 Antes de hacerlo, es preciso recordar que los 
resultados observacionales estandar son obtenido si la funcion C es una constante, y para poder 
obtener una funcion constante, en este, o en los otros esquemas estudiados hasta ahora, parace 
haber solo ma opcion: que Zj- sea independiente de k indicando asf, que el tiempo de colapso para 
el modo k, rfy. dependa de inversamente de A:, t]? = z/ k, donde z es constante e independiente de k. 
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3.5 Comparacion de los diferentes esquemas de colapso y las observaciones 



Hemos estudiado tres diferentes esquemas de colapso, teniendo todos ellos diferentes compor- 
tamientos al tiempo de colapso r]Z sobre el nuevo valor de expectacion del estado posterior al 
colapso. En el primer esquema propuesto en 111701 y estudiado en el caprtulo[2j ambos, el valor de 
expectacion del campo escalado y[ R ' 7 ' y el valor de expectacion del momento conjugado ft?'^ 
en el estado post-colapso, |fi), estan distribuidos aleatoriamente en los respectivos rangos de las 
incertidumbres del estado pre-colapso y no se encuentran correlacionados. De una manera mas 
precisa el valor al tiempo rji esta determinado por 



y su espectro de potencias resultante es 

2 1 

Ci(fc) = 1 + -^sen 2 A fc H sen(2A fc ). 

4 z * 

El segundo esquema de colapso, tambien propuesto en 111701 , tiene la forma 



(3.99) 



1 Z162] 



(3.100) 



esta inspirado en el hecho, que en la ecuacion 12.143 1 solo el momento conjugado del campo in- 
flatonico aparece como fuente 22 , por lo tanto, su valor de expectacion cambia de cero a otro valor 
dado por el rango de incertidumbre del momento conjugado en el estado vacfo, por otra parte, 
despues del colapso, el valor de expectacion de permanece sin cambio, i.e. , es cero. Su espectro 
de potencias es 



C 2 (k) = H-sen 2 A fc 1 



1 



sen(2A^). 



1 2163] 



El ultimo esquema estudiado (ver seccion [3~4) y propuesto por vez primera en ||45l es, en el sentido 
siguiente, mas natural, ya que toma en cuenta las correlaciones entre los valores de expectacion 
del campo y de su momento conjugado en el estado anterior al colapso, tal como es codificado por 
la distribucion de Wigner. 



# J) (VD) Q = 4 R ' J) A,cCos0 fc , (4 RJ) (4))^ = *f' 7) A^sen© /c , 



(3.101) 



donde A^ esta dado por el semi-eje mayor de la elipse caracterizada por la funcion bidimensional 
gaussiana definida por la frontera en el "espacio de fase" donde la funcion de Wigner tiene una 



22 Recuerdese que esta ecuacion es solo a primer orden, a ordenes posteriores ambos valores de expectacion aparecen, 
ver[A| 
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magnitud mayor a 1/2 y 0j- es el angulo entre este eje y el eje de yf' 1 - A qui repetimos su espectro 



de potencias 1 3.97 1 para ayudar a la comparacion: 



C 



Wigner 



(*) 



32^1 

1 + 10 Z 2 + 9 Z 4 1 + 5 Z 2 



10z2 + 9z4 



1 + 10z2 + 9z4-1+3z? 



sen At 



cos At 



sen A i 



1 + 10z? + 9zf - 3z? - 7 



+ 



8zjt cosA^senA^ 



1 3^7) 



Podemos ver que la expresion Cw,g„ er (ecuacion 3.97l es mas complicada que la de C2 (ecuacion 
2.163) y que la de C\ (ecuacion 2.162) . 



En todos los esquema x^ 1 ^ son variables aleatorias caracterizados por una distribution Gaussiana 
centrada en cero y con dispersion uno. 

A pesar del hecho de que la expresion para Qwigner aparece mucho mas complicada que C2, su 
dependencia en z^ es muy similar, excepto en la amplitud de las oscilaciones. (ver figuras [3~2| y |3.3) . 
Otro hecho interesante que puede ser detectado en el comportamiento de los diferentes esquemas 
de colapso se observa al considerar el lfmite Z/ c — > ±00. Asf vemos que C\(k) — » 1 recuperando 
el espectro invariante de escala estandar, mientras que C2(k) o Cwig ni;r (k) no tienen un limite bien 



definido (ver figuras 3.2 y|3.3). 



3.5.1 Un unico colapso 



Nuestro objetivo, en esta seccion es comparar estas graficas con el espectro invariante de escala 
predicho por Harrison- Zel'dovich y que es generado por varios modelos inflacionarios (i.e. un 
valor constante para 21(1 + 1) |a/ m | 2 ) y no directamente con el espectro observado. En el analisis si- 
guiente nos concentraremos en el espectro primordial e ignoraremos los efectos de la fisica que co- 
rresponde al recalentamiento y a las oscilaciones acusticas (representadas mediante las funciones 



de transferencia T(k), cf. £2.5 1. Un estudio considerando los efectos tardfos con datos empiricos 
requeriria un analisis que esta fuera del alcance de esta tesis. 

Recordemos que C(k) encapsula todos los detalles del esquema de colapso en el espectro de po- 
tencias observational. 

El espectro de potencias observado es recuperado tomando C(k) = 1. Dado esto, podemos investi- 
gar en particular que tan sensibles son las predicciones de los diferentes esquemas, ante pequenos 
desvios del caso en el cual es independiente de k, que, como se argumento arriba, nos lleva a una 
concordancia precisa con el espectro de potencias estandar. Para poder llevar a cabo este analisis, 
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Figura 3.1: Q del esquema de colapso independiente, en el ambas variables de campo y ftfe colapsan a tin 
valor aleatorio de manera independiente de la incertidumbre del estado de vacio. 




Figura 3.2: Cyv, ?nfT , esquema de colapso de Wigner. Este esquema propone una correlacion entre los valores posteriores 
al colapso determinada por la distribution de Wigner del estado de vatio. 
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2.5 



1.5 



0.5 



20 



40 



60 



100 



Figura 3.3: Cy/^ ner , esquema de colapso de Wigner. Este esquema propone una correlation entre los valores posteriores 
al colapso determinada por la distribution de Wigner del estado de vatio. 



debemos de evaluar las integrales 1 2.161 1 para los esquemas de colapso caracterizados por las fun- 
ciones C%(k),C2(k) y Cwi gner (k). Sera conveniente definir la cantidad adimensional z x = xN(x), 
donde x = kR D y N(x) = rj^ x ^/R D . Se supondra lo siguiente: (a) La evolucion de las cantidades 

de interes (e.g. (Scp^) desde el colapso hasta el final de la inflacion, es mas significativa que la 
evolucion desde el fin de inflacion hasta nuestros dfas, entonces usaremos Aj- = —z x ; (b) Para ex- 
plorar la robustez del esquema ante pequenas desviaciones de "la receta Zj- es independiente de k" 
considerando perturbaciones lineales de esto, caracterizadas por z x as z x — A + Bx. Notese que 
en estas unidades Ay B son adimensionales. 

Las figuras 3.4 3.5| y |3.6| reflejan la manera en la que el espectro se comporta como funcion de I , 
debemos recordar que la prediccion estandar (ignorando ffsica tardfa como las oscilaciones del 
plasma) es una linea horizontal. Estas graficas representan varios valores de Ay B elegidos como 



muestra para cubrir un dominio relativamente amplio. Las graficas (3.7 3.8 y 3.9 1 muestran la 
forma del espectro para varias elecciones del valor B manteniendo el valor de A fijo. 



Como se observo antes, el comportamiento de Ci (fig. 3.5 1 y Cw; ? nt>j- ( n g- 



3.6 1 es cualitativamente 



similar, siendo su principal diferencia las amplitudes de la oscilacion del funcional. 

De estos resultados podemos obtener algunas constricciones razonables a los valores de Ay B para 
los diferentes esquemas de colapso. En el estudio numerico realizado se exploraron diferentes 
valores de A y B, A = {0,0001, 0,01, 1, 10,1000} y B = {0,0001,0,001,1,10}. Para cuantificar la 
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s f'»IU+l)lE 

Figura 3.4: Grdfica semilogarttmica de |a; m | 2 (Ci(fc)) para diferentes valores de {A, B) representando que tan robusto 
es el esquema de colapso cuando se desvia de z k constante. La abscisa es el multipolo I hasta I = 2600. 
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Figura 3.5: Grdfica semilogarttmica de |«/ m | 2 (C2(fc)) para diferentes valores de {A, B) representando que tan robusto 
es el esquema de colapso cuando se desvia de z k constante. La abscisa es el multipolo I hasta I = 2600. 
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Figura 3.6: Grdfica semilogarttmica de \&i m \ 2 {Cwig ner (k)) para diferentes valores de (A,B), representando que tan 
robusto es el esquema de colapso cuando se desvla de z k constante. La abscisa es el multipolo I hasta I = 2600. 
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(e) Ci(fc), A = 1000 

Figura 3.7: Grdfica mostrando como la integral de |«/ m | 2 (Ci) varia con respecto a cambios en B (10~ 4 — 10), mante- 
niendo Afija. Ambos ejes B y I estdn en escala logaritmica. Ver el texto para una explicacion mas extensa. 
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(e) C 2 (k), A = 1000 

Figura 3.8: Grdfica mostrando como la integral de «/ m | 2 (C2) varia con respecto a cambios en B (10~ 4 — 10), mante- 
niendo Afija. Ambos ejes B y I estdn en escala logaritmica. Ver el texto para una explicacion mas extensa. 
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(e) C wigmr (k), a = 1000 

Figura 3.9: Grdfica mostrando como la integral de |a; m | 2 (Qvigner) varia con respecto a cambios en B ("10 4 
manteniendo Afija. Ambos ejes B y I estdn en escala logarttmica. Ver el texto para una explication mas extensa. 
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robustez del esquema de colapso se utilizo simplemente una desviacion de la siguiente forma 



A, 



w=i 



m l a lm\l i apso S 



(3.102) 



donde S representa el espectro piano dado por S = j^^Zi""* Q Q + l)27TT^ m l a ',m| 2 )- ^ e consl " 
derara que una desviacion aceptable es aquella menor a 10 % , i.e. A; < 0,1/ donde l max = 1500. 
Haciendo el analisis numerico, obtendremos, para los diversos esquemas de colapso los rangos 
permitidos correspondientes para Ay B. Los resultados de este analisis son presentados en la 
tabla 1331 



Tabla 3.1: Valores de Ay B para los cuales se obtuvieron los 
mejores desempenos de la robustez de los diferentes esquemas 
de colapso. 



Esquema de colapso 


A 


B 


A, ( %) 

hnax V ' 


Ci 


10 


1 


0.195523 


c 2 


1000 


1 


0.208227 


(-■Wigner 


0.0001 


10 


0.162458 



El mejor comportamiento de cada uno de los diferentes esquemas de colapso se muestran en la 



tabla 3.1 Hay que mencionar que se obtuvieron varios valores que cumplfan con la condicion 
A; < 0,1: Ci tuvo 15 (y se podrfa considerar uno mas que apenas sobrepaso el 10 % de desvia- 
cion), Ci 12 y Cy/igner 10 (aunque en este ultimo esquema de colapso hay tres valores mas apenas 



por encima del 10 %). Los peores valores de Ay B son mostrados en la tabla 3.2 



Tabla 3.2: Valores de Ay B para los cuales se obtuvieron los 
peores desempenos de la robustez de los diferentes esquemas de 
colapso. 



Esquema de colapso 


A 


B 


A/ ( %) 


Ci 


0.0001 


0.001 


28.3844 


c 2 


1000 


0.001 


56.2369 


(-■Wigner 


1000 


0.001 


56.2646 



Presentando la informacion de la tabla 3.3 en graficas por esquema de colapso se puede extraer 



mas informacion sobre los mismos. Las figuras 3.10 3.11 y 3.12 tienen escalado logaritmicamente 
el eje x, el cual representa los distintos valores de B. El eje vertical representa el porcentaje de 
desviacion (ecuacion|3.102l, i.e. A; x 100. 

Primero se presenta la grafica que muestra el desempeno del esquema de colapso uno (figura 3.10} . 
En esta figura podemos notar que el peor comportamiento ocurre en B = 0,001 indistintamente 
del valor tornado por A, esta caracterlstica aparecera en todos los esquemas de colapso. Tambien 

136 



COMPARACION DE LOS DIFERENTES ESQUEMAS DE COLAPSO Y LAS OBSERVACIONES 



Tabla 3.3: Robustez del espectro de los diferentes esquemas de colapso cuando los pardmetros (A, B) son variados entre 
1CT 4 < A < 10 3 y 1CT 4 < B < 10. Los mejores valores estdn resaltados. 





A imax x 100 


A 


R 








0.0001 


0.0001 


6.63019 


7.92849 


10.0763 


0.0001 


0.001 


2o.3o44 


53.9872 


47.3616 


0.0001 


1 


0.288273 


0.423473 


0.506768 


0.0001 


10 


0.301883 


0.249129 




0.01 


0.0001 


6.84475 


8.12093 


10.2874 


0.01 


0.001 


28.3706 


54.2265 


47.494 


0.01 


1 


0.282546 


0.277929 


0.359852 


0.01 


10 


0.301614 


0.251313 


0.165756 


1 


0.0001 


10.1258 


21.8266 


18.445 


1 


0.001 


21.3117 


50.6328 


34.1731 


1 


1 


0.247444 


0.312876 


0.358535 


1 


10 


0.341509 


0.443572 


0.394309 


10 


0.0001 


1.67782 


18.4953 


19.3128 


10 


0.001 


15.8869 


46.1397 


45.1946 


10 


1 




0.917963 


0.51842 


10 


10 


0.384265 


0.445398 


0.430548 


1000 


0.0001 


0.44236 


28.9085 


28.9273 


1000 


0.001 


1.58567 


56.2369 


56.2646 


1000 


1 


0.394892 




0.197662 


1000 


10 


0.402706 


0.434914 


0.445794 
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se advierte en esta grafica la existencia de un valor de A (A = 1000) el cual se ve poco afectada 
por el cambio de B en el rango estudiado (B 6 [0,0001, 10]). Otra caracteristica a observar es que el 
comportamiento numerico de los valores de A = 0,0001 y A = 0,01 son casi indistinguibles con la 
resolution mostrada en la figura en rango de B explorado (aunque muestra ligeras desviaciones 
para valores de B mayo res, cf. ver las graficas 3.13 ) este comportamiento (justamente en los mis- 
mos valores de A) estara presente en los esquemas de otros dos esquemas de colapso, por ultimo, 
en la grafica de C\ ensefta que a medida que A toma valores mayores las restricciones sobre B se 
hacen mas debiles. 




^ 1 1 1 1 

.le-3 .le-2 .le-1 .1 1 lO 

B 



A 10 A <-4> 

A=10 A <-2) 

A=l 

A=10 

A 1 (MM) 

Referenda 



Figura 3.10: Desempeno del esquema de colapso 1. La figura muestra las desviaciones de C(zj-), respecto al espectro 
piano, para diferentes valores de Ay B. El desempeno deseable esta definido mediante A; mat < 0,1 que esta representado 
en la figura con una linea recta horizontal con la leyenda "Referenda" . Valores por abajo de la linea de referenda son 
desempenos aceptables. 



La graficas para los esquemas Ci (figura 3.11 1 y Cyfigner (figura 3.12 1 son muy parecidas entre si (co- 



mo se comento antes en este capitulo). Las diferencias que se pueden mencionar en el desempeno 
del esquema de Wigner respecto al del esquema de colapso dos son: (a) el peor de los desempe- 
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nos ocurre en B = 0,001 en ambos esquemas de colapso, pero el de Cyfig ner es mejor que el de 
C2 por una diferencia del casi 10 %, en A = {0,0001, 0,01}, de casi el 15 % para A = 1, pero para 
los valores superiores de A (10 y 1000) esta brecha se cierra a 1 % en A = 10 y se invierte (-1 %) 
en A = 1000, (b) para los valores de B = 0,0001 y cualquier valor de A (exceptuando A = 1) su 
desempeno es ligeramente peor que el del esquema dos. 




.le-3 .le-2 .le-1 .1 1 lO 

B 



A 10 A <-4> 

A=10 A <-2) 

A=l 

A=10 

A 1 (MM) 

Referenda 



Figura 3.11: Desempeno del esquema de colapso 2. Lafigura muestra las desviaciones de C(zj-), respecto al espectro 
piano, para diferentes valores de Ay B. El desempeno deseable esta definido mediante A; mat < 0,1 que esta representado 
en lafigura con una Unea recta horizontal con la leyenda "Referenda" . Valores por abajo de la Hnea de referenda son 
desempenos aceptables. 

Al comparar las actuaciones de los esquemas de colapso dos y de Wigner con el esquema de 
colapso uno se encuentran muchas similitudes, pero algunas diferencias resaltan inmediatamente: 
(a) el peor desempeno ante desviaciones de la receta mencionada (que tambien se da en B = 0,001, 



cf . tabla 3.2 1 es casi el doble comparado con el obtenido con C\ ( ~ 55 % contra el ~ 29 %), (b) 
la inexistencia de un valor de A para el cual independientemente del valor de B -en el rango 
estudiado- se obtenga un desempeno dentro de lo deseado {&i max < 0,1) y (c) la carencia de la 
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relajacion del valor de B necesario para cumplir con el desempeno aceptado para valores mayores 
de A. 

Para recuperar el rango de tiempos de colapso para los diferentes valores de Ay B, para lograrlo, 
despejamos t]? de N(x) = A/x + B, obteniendo |j/£(fc)| = A/k + RdB, Rd es el radio comdvil de 
la LSS. Considerando geodesicas nulas radiales llegamos a R]j = j/q — rj^, donde rj^ es el tiempo 
del desacople. El desacople ocurre bien entrada la epoca de dominacion de materia, por lo que 
podemos usar la expresion de Rd en terminos del factor de escala de la epoca de materia, 



R D = -^-(l-v^), (3.103) 

donde se normalizo el factor de escala de tal manera que en la actualidad es flo = L entonces, 
a d — a iVd) — 10~ 3 y Ho es la variable de Hubble hoy Su valor numerico es 5807,31 h _1 Mpc. Por 
lo tanto, 



A ?R 

\vm\ = j + jf o ^-V^)- (3.104) 

Entonces, podemos usar esta formula par calcular los tiempos de colapso de los modos interesan- 
tes que observamos en el CBR, en particular el rango entre 10 -3 Mpc -1 < k < 1 Mpc -1 . Estos 
modos cubren el rango de multipolos I de interes: 1 < / < 2600, donde usamos la relacion 23 
/ = kRjj. Los tiempos de colapso del modo k indican el momento en que las inhomogeneidades y 
anisotropias emergieron a la escala correspondiente a k. Los tiempos de colapso se ven en la figura 



(3.14 1 para los mejores valores de (A,B) dados en las tablas 24 |3.3 1. 



Podemos observar que los esquemas de colapso newtoniano y de Wigner, presentan una calda en 
el espectro de potencia conforme / se incrementa. Es importante notar que esta caida es atribuida 
en la interpretacion de los datos del CMB 1114811 , a efectos de extinguimiento (Damping Effect 25 en 
ingles), debidos a que la superficie de ultima dispersion no es instantanea [9[, [52, cap. 8], [157, 



cap 15, 18]. Como se observa en la figuras |3.5 3.6 1 para algunos valores de (A, B) obtenemos una 



fuente adicional de "extinguimiento" debido a las fluctuaciones en el tiempo de colapso alrededor 
de n^k = constante. Se espera que el satelite PLANCK provera con mayor informacion sobre el 
espectro para mayores valores de /, lo cual provera constricciones en los parametros (A, B). Ade- 
mas, creemos que es posible distinguir entre los dos efectos, debido a que en nuestro modelo para 
los parametros en los cuales se predice un extinguimiento adicional, tambien predice un "rebote" 



para valores aun mayores de / (cf. figs. 3.4 3.5 3^6] 



23 La relacion aproximada entere la escala angular 6 y el multipolo / es 8 ~ n/1. La escala angular comovil d^, entre 
nosotros y un objeto de tamano fisico lineal L, es = L/(ad). L/a ~ l/k,d^ = Ro si el objeto esta en el LSS, y usando la 
primera expresion de este pie de pagina, obtenemos / = kRo ■ 

El lector debe de recordar que nuestra parametrizacion del regimen infalcionario tiene el tiempo conforme desde 
numeros grandes negativos hacia numeros pequenos negativos. 

25 Este efecto es basicamente un extinguimiento para la densidad de fotones en la escala k al tiempo de desacople por un 
factor de e^^o , donde kp es una escala de difusion que depende en la fisica de las colisiones entre electrones y fotones. 
Acordemente, el espectro Q es extinguido como e ,2 ^i donde lo ~ ^D^/l( , 7ii) ~ 1500, para parametros cosmologicos 
tipicos. 
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A 10 A <-4> 

A=10 A <-2) 

A=l 

A=10 

A 1 (MM) 

Referenda 



Figura 3.12: Desempeno del esquema de colapso "de Wigner". Lafigura muestra las desviaciones de C(zfc), respecto 
al espectro piano, para diferentes valores de Ay B. El desempeno deseable estd definido mediante A; < 0,1 que estd 
representado en lafigura con una Hnea recta horizontal con la leyenda "Referenda" . Valores por abajo de la Unea de 
referenda son desempenos aceptables. 
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A= 10»(- 4> 

A=10*<-21 

A=l 

A=10 

A=1000 

Referenda 



(a) C. 



newtoniano 



(k) 



S 

X 

& 

a 




A= 10 A <-4> 

A=10»<-2> 

A=l 

A=10 

A-IOOO 

Referenda 



(b) Cwj gner (k) 



Figura 3.13: Desempeno de los esquemas de colapso newtoniano y "de Wigner". Lafigums muestran las desviaciones 
de C(zfc), respecto al espectro piano, para diferentes valores de Ay B.Ambos ejes estdn escalados logaritmicamente. El 
desempeno deseable estd definido mediante A; < 0,1 que estd representado en la figura con una Unea recta horizontal 
con la leyenda "Referenda" . Valores por abajo de la Unea de referenda son desempenos aceptables. 
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k (Mpc 1 ) 



(a) Ci, with A = 10,5 = 1. 



10 



21 



10 



17 



- 1 1 1 — I I I I I I 1 1 1 — I I I I I I 1 1 1 — I I I I b 




10 



-3 



10 



-2 



10 



-1 



k (Mpc" 1 ) 



(b) C2, with A = 1000, B = 1. 



10^ 



10 



19 



CO 



10 



18 



10 




1 0"" 1 0" 

k (Mpc 1 ) 



(c) Cyjigner, with A = 0,01, B = 10. Note how in this scheme almost all the modes 
must collapse at the same time. 

Figura 3.14: Grdficas con escala logarltmica en ambos ejes, de los tiempos de colapso \n c k \ (en segundos), para los tres 
esquemas tomando en cuenta solo los mejores valores de (A, B) en el rango de 1CP 3 Mpc -1 < k < 1 Mpc -1 . en estas 
grdficas: h = 0,7. 



143 



ESTUDIO DETALLADO DE LOS ESQUEMAS DE COLAPSO 



Dado un k se puede comparar el valor del factor de escala en el tiempo de colapso a(t]i), con el 
factor de escala al momenta del "cruce del horizonte" 26 a¥. El "cruce del horizonte" ocurre cuando 
la longitud que corresponde al modo k tiene el mismo tamano que el radio de Hubble, HJ 1 ( en 
coordenadas comoviles k = aHj), entonces, = a(t]J^) — ^ = g^y - Entonces el radio entre el 
factor de escala en el momento de cruzar el horizonte para el modo k y factor de escala evaluada 
en el tiempo de colapso para el mismo modo es 

a H 

Jl =kn c Jk) = A + BR D k = A + Bl. (3.105) 
a k 

Usando los mejores valores para los diferentes esquemas de colapso, podemos graficar los e-folds 
transcurridos entre el colapso del modo y su cruce de horizonte. Como podemos observar en la 



figura (3.15 1 esta cantidad cambia -a lo mucho- en un orden de magnitud en el rango de k para los 
valores de A y B que consideramos mas razonables, i.e. aj^ > a£, el tiempo de colapso ?/£ ~ lO -3 ^^ 
en este rango. 



3.5.2 Multiples Colapsos: caso coherente 



En esta seccion estudiaremos como afecta al espectro de potencias predicho por cada esquema de 
colapso si ocurriesen varios colapsos. Para simplificar el analisis supondremos que el estado post- 
colapso es un estado coherente y que todos los colapsos ocurren durante la epoca inflacionaria. 



Estados Coherentes. Un estado coherente es un tipo especlfico de estado del oscilador armonico 
cuya dinamica es muy parecida a la de un oscilador armonico clasico. Los estados coherentes se 
definen como los eigenestado del operador de aniquilacion a, 

donde como a no es hermftico £ es un numero complejo no necesariamente real y puede ser re- 

presentado por £ = |f \e' x , donde |£| es la amplitud y x la fase del estado. Ffsicamente la formula 

recien mostrada implica que un estado coherente no se ve afectado por la deteccion o aniquilacion 

de una partlcula. En los estados coherentes, el principio de incertidumbre toma su mfnimo valor, 

1 

i.e. el producto de las incertidumbres de p y q toman su mmimo valor ApAq = -h. 

Exceptuando el estado de vacfo, todos los estados coherentes pueden ser obtenidos desplazando 
el estado vacio |0) en el espacio de fase del modo k usando el operador unitario D(£) = exp(£« + — 
g*2): 



'En la explicacion estandar marca "la transition de clasico a cuantico" (capitulo|2J 
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(b) Ci, with A = 1000, B = 1. 



T 1 1 — I I I I I | 1 1 1 — I I I I I | 1 1 1 — I I I I I 




10" 3 10~ 2 10" 1 10° 

k (Mpc 1 ) 



(c) C wigner , with A = 0,01, B = 10. 



Figura 3.15: Grdficas semi logaritmica del numero de e-foldings entre aj^ y a c k para los tres esquemas, tomando en 
cuenta solo los mejores valores (A, B). El rango de Meres es 1CP 3 Mpc -1 < k < 1 Mpc~ l . En estas grdficas: h = 0,7. 
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|0 = 0(?)|o). 



Esquemas de colapso y estados coherentes Usando las simples propi edades de los estados coheren- 
tes podemos calcular los valores de 'Cj^f Y e i J ( ecuac i° nes 2.137 1) para el caso cuando el 
estado postcolapso es un estado coherente 



M 
hi 

M - 
%i - 

M _ 
e hi ~ 



(3.106a) 
(3.106b) 
(3.106c) 



Como podemos observar, los calculos que involucran los valores de expectacion o sus incertidum- 
bres, son los mismos para los estados coherentes, tan solo haciendo la sustitucion dj^' 1 ^ — > ^ , 
de hecho todas las propiedades de los estados coherentes estan determinadas por el valor £/ c . En- 



tonces, los valores de expectacion para los estados coherentes son (ver la ecuacion 2.150 1 



<yf'\ = V2 K(y 4^) = V2^- 

y las dispersiones son (comparar con la ecuacion 2.140} 



t(RJ) 



cos | a k ■ -t p k 



(«<* 



(3.107a) 
(3.107b) 



\\yk\ 2 lt>L' 



x(R,I) 



(3.108a) 



\ \gk\ 2 I T,L' 



2K 



k 



(3.108b) 



Observando este ultimo resultado podemos decir que las incertidumbres de los estado coheren- 
tes son las mismas que las del estado de vacfo. Este resultado es independiente de si se trata de 
un estado post-colapso o no. Otra caracterfstica importante es que conforme el tiempo pasa, las 
incertidumbres en la posicion crecen, pero no asf en el momento conjugado (ver eq. 2.149} . 
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Esquemas de colapso. Para el esquema de colapso independiente [ 2.147} en su n— esima colapso, 
tenemos que 



jR,I 



c R,l 

2,n 



flL 3 



\ g (rf)\ = ^VrnJ, Ajw = xfi J h -^\y(4 n )\ 



1 hL 3 
2V^ 



Sustituyendo estas expresiones en el valor medio del producto de valores de expectacion del mo- 
menta conjugado para n— colapsos [ 3.34) obtenemos, por ejemplo para dos colapsos 



8<p k ) (6q> k * 



hL 3 

My? 



1 l+z 2 
2 k\ 



Atk + B kl I 



K\k + V\ 



1 / 1 



(3.109) 



Sustituyendo esta expresion en [2.158 i podemos observar que la cantidad C(k) para dos colapsos 
en este caso es la suma de dos funciones similares C 1 (fc) + C 2 (k) del tipo [2.162 \, siendo la dife- 
rencia entre C 1 (A:) y C 2 (k) los tiempos de colapso. Este comportamiento (superposicion de dos 
funciones ondulatorias) se repetira para n— colapsos obteniendo C(k) = C n (k). 

Para el esquema de colapso newtoniano, el resultado es similar. La "receta" para el [n + l)-esimo 
queda definida por 

usando la ecuacion 1 3.34) se obtiene una expresion muy sencilla 

hL 3 k 



6cp k * 



Tin A "' 



(3.110) 



la cual presentara el mismo comportamiento para n colapsos que el esquema independiente para 
C(k),i.e.C(k) = Zn C n (k). 

El comportamiento del espectro de potencias C(k) para n colapsos con el esquema de Wigner (cf. 



£3.4 



N^' 1 dados por [3.85 1 ) presenta un comportamiento similar al de los esquemas anteriores. 
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CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO 



A lo largo de este trabajo de tesis se ha analizado el surgimiento de las inhomogeneidades primor- 
diales que dieron origen a la estructura cosmologica que observamos hoy. La explication estandar 
es que las fluctuaciones cuanticas del inflaton siguiendo la evolution del sistema Einstein-Inflaton 
cruzan el radio de Hubble y en ese momenta el investigador iguala las incertidumbres cuanticas 
con fluctuaciones estadisticas, siguiendo las ideas de Decoherencia [105 -108 178] . En la literatura 
esto se conoce como la transition cudntico-cldsica. El lector reconocera que este problema esta rela- 
cionado con el el problema de la medicion de mecdnica cudntica tambien conocido como problema de la 
macro-objetificacion. 

A diferencia del enfoque basado en Decoherencia, en este trabajo de tesis se estudio las diferentes 



implicaciones de la hipotesis del colapso propuesta por Perez, Sahlmann y Sudarsky en 1I170I1 . El co- 
lapso se supone inducido de alguna manera por la gravedad y corresponde a un proceso R en la 
notation de|Penrose 11166J -[1691. El colapso imprime en el campo gravitatorio la inhomogeneidad 



que veremos reflejada en el CMB, esto se logra ya que el colapso rompe la simetrla del estado va- 
tio. Puesto de manera diferente, en el analisis estandar se intenta justificar la identification de las 
correlaciones de dos puntos cuanticas con correlaciones estadisticas clasicas, sin romper la unita- 
riedad de la evolution del sistema Einstein-Inflaton. La evolution unitaria en este caso preserva 
las simetrfas originales del estado de vacfo (homogeneidad e isotropfa), lo cual permite que uno 
se pregunte entonces ^Como se termino en un estado inhomogeneo y anisotropico? Es aqui donde 
la hipotesis del colapso muestra sus ventajas sobre el enfoque tradicional: no solo intenta explicar 
la aparicion de una estadistica clasica, sino que ademas explica el origen de la inhomogenidad (el 
estado post-colapso no tiene por que ser homogeneo e isotropico). 

En este trabajo de tesis se ha considerado varios esquemas ad hoc de colapso del campo cuantico in- 
flacionario como posibles explicaciones del problema del origen de las semillas de la formation de 
estructura cosmologica. Se estudiaron a mayor profundidad los esquemas de colapso newtoniano 



e independiente (cf. §2.7 y [170J) y ademas se propuso un nuevo esquema de colapso basado en 
el funcional de Wigner (cf. ^3}. El esquema de colapso de Wigner respeta la correlation que existe 
entra variables conjugadas canonicas cuanticas y que fue ignorada en los dos primeros esquemas 
de colapso, por lo que se puede decir que tiene mayor motivation fisica que los anteriores. 

Los colapsos, en todos los esquemas estudiados, se suponen inducidos o provocados por un efecto 
gravitational. El rompimiento de la evolution unitaria que estos esquemas de colapso conllevan, 
es congruente con la position de que hay que modificar a la mecanica cuantica estandar cuando se 
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toma en cuenta a la gravedad 1 48 - 50l l74l 11611 11621 I166H1691 12101 . En esta tesis no se discutieron con 
profundidad estos temas y solo nos concentramos en los aspectos fenomenologicos del problema. 

Los diferentes esquemas de colapso fueron analizados y desarrollados para que sus consecuencias 
observacionales pudieran ser comparadas con los datos obtenidos de los estudios del Fondo Cos- 



mico de Micro-ondas ICMB I. Estas comparaciones ilustraron varios puntos dignos de mencionar: 
Primero, dependiendo de los detalles del esquema de colapso y de sus parametros, su efecto en 
el espectro de potencias resultante puede ser muy diferente del espectro piano de potencias que 
se espera resulte de inflation. Claro que esta diferencia o separation del espectro de potencias 
piano se puede -y se obtiene- en los estudios de la comunidad inflacionaria con modificaciones 
del slow-roll o considerando diversos potenciales, pero en este estudio las diferencias surgen solo 
de considerar los detalles del esquema de colapso cuantico, el cual, desde nuestro punto de vista 
es necesario para comprender de una manera satisfactoria la emergencia de la estructura desde las 
fluctuaciones cuanticas. 

El estudio de los esquemas de colapso al compararlo con las observaciones (en particular con el 
espectro piano de Harrison- Zel'dovich (HZ) 1 ) impuso condiciones sobre los tiempos conformes 
de colapso para recuperar el espectro HZ: los tiempos de colapso (en tiempo conforme) por modo deben 
de satisfacer n^k — constante. Esta restriction permitiria comprobar algunos mecanismos de colapso 
tal como se hizo preliminarmente en 111701 . La extension de este estudio de mecanismos de colapso 
se esta haciendo actualmente por parte del autor de esta tesis. 

La naturaleza estocastica del colapso hace muy improbable que se cumpla con exactitud la con- 
dition rjZk = constante, por lo que hemos estudiado la robustez de los esquemas de colapsos es- 
tudiados. Con este fin hemos considerardo desviaciones lineales de comportamiento de r]\ como 
funcion de k, i.e. , hemos explorado en los tres esquemas de colapso los efectos de tener tiempos 



de colapso dados por rj^ = A/k + BRq. Los resultados de dicho estudio se presentaron en £3.5 
donde se mostro que los diferentes esquemas de colapso se desvian de manera diferente del espec- 
tro piano de potencias, por ejemplo el esquema newtoniano y el de Wigner producen una caida 
natural en el espectro para / grande. 

Se analizo tambien el efecto en el espectro de potencias debido a multiples colapsos ocurridos 
durante la epoca inflacionaria. Para llevar a cabo este analisis se encontraron las formulas para 
n — colapsos, de estas expresiones se observo que el espectro de potencias para el caso de n— colapsos 
es como la suma de n expresiones de espectros de potencias de un solo colapso ocurriendo a dife- 
rentes tiempos de colapso. 

Sin embargo, la conclusion mas importante, ilustrada por este trabajo de tesis, es que enfocandose 
en problemas que se pueden pensar como filosoficos o de principios, se ha encontrado la posi- 
bilidad de estudiar problemas que pueden mostrar algunos aspectos de lo que posiblemente sea 
nueva fisica. 

Actualmente se esta extendiendo este analisis de diversas maneras, entre las que podemos nom- 
brar colapsos multiples para el caso en que el estado post-colapso sea un estado apachurrado (sque- 



1 Como se comento en el capitulo[2] el espectro piano es observacionalmente visible para valores pequenos en el mul- 
tipolo / (angulos grandes), para / mayores aparecen efectos sobreimpuestos relacionados principalmente con fisica de 
plasmas. 
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zee) (a diferencia del trabajo presentado en esta tesis que fue para estados post-colapso coherentes) 
[114], mecanismos de colapso basados en las ideas de Penrose i.e. , provocados por la gravedad 
[44 J y estudios detallados y exactos sobre como se afecta el espectro de potencias predicho por los 
esquemas de colapso luego de tomar en cuenta todos los efectos de la fisica de plasmas Hill . 
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APENDICE A 
TEORf A DE PERTURBACIONES COSMOLOGICAS 



A.l Introduction 



La teoria de Relatividad General es conceptualmente sencilla y particularmente elegante, pero 
presenta en la practica dificultades que tienen su raiz en que las ecuaciones de campo de Einstein 
(ECE) forman un sistema no-lineal acoplado de 10 ecuaciones diferenciales parciales en cuatro 
dimensiones, por lo tanto, la mayoria de los problemas que se estudian en la teoria de Relatividad 
General son dificiles o imposibles de solucionar de manera exacta. 

Una de las estrategias populares en la fisica para resolver problemas complicados es utilizar un 
analisis perturbativo alrededor de una solucion conocida. En la teoria de Relatividad General, sin 
embargo, el analisis perturbativo posee varias sutilezas que no comparten otras areas de la flsica. 
Estas sutilezas surgen en Relatividad General debido al principio de covariancia general y al ca- 
racter dinamico del espacio-tiempo: en Relatividad General ademas de perturbar los campos de 
materia es necesario perturbar la metrica del espacio-tiempo; pero, debido a la covariancia intrfn- 
seca de la teoria, es posible, perturbar la metrica de una manera en la que se deforme el sistema 
de coordenadas sin afectar la fisica subyacente al espacio-tiempo, esto tendria como consecuencia 
la aparicion de informacion ficticia (debida a la deformacion del sistema coordenado y no al feno- 
meno en si) sobre el fenomeno ffsico estudiado. En este apendice trataremos de elucidar el papel 
de este principio y revisaremos tres propuestas hechas en la literatura para establecer una teoria 
perturbativa de Relatividad General que permita solucionar problemas de una manera confiable. 

La teoria perturbativa de Relatividad General se aplica actualmente en diferentes problemas como 
lo son Relatividad Numerica (aparece por ejemplo en el planteamiento de las condiciones inicia- 
les) [7J, el estudio de ondas gravitacionales [215], el analisis de la dinamica en espacios-tiempos 
(cuerpos extendidos, movimiento cerca de agujeros negros 11127111791 , auto-fuerzas [175-177J, pro- 
blema de los tres cuerpos ll36lll01| , etc.), el estudio del problema de los promedios [24 68.. 224] o el 
analisis de la formacion de estructura en cosmologia 1 22ll57ll58lll38H200l . 

En esta revision se estudiaran las diferencias que existen en el analisis perturbativo de Relatividad 



General respecto al de otras disciplinas de la fisica y el origen de esta discrepancia (6 A.2 1 y se 
expondra de una manera formal el problema y su tratamiento para el desarrollo de una teoria 
de perturbaciones en Relatividad General (S |A.3fr . Finalmente se presentaran los tres principales 



enfoques conocidos para hacer el analisis perturbativo (6 A.5} , dandole enfasis a la teoria invariante 
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de norma expuesta principalmente por Kouji Nakamura, [por ejemplo ver |143l (S |A.6) . A lo largo 
del ensayo se estara usando como ejemplo la metrica de Rob erston- Walker de los Universos de 
Friedmann-Lemaitre con un campo escalar (presentada en la § A.ty . La eleccion de un modelo 



cosmologico para el estudio de teoria de perturbaciones se debe a dos motivos, el primero es una 
conveniencia de calculo, ya que las simetrfas de este espacio-tiempo simplifican los calculos que 
se mostraran, segundo, la Cosmologia de precision ||54l [T48l es actualmente un tema candente en 
la fisica por lo cual este trabajo podra servir de apoyo o referenda al lector al revisar la bibliografia 
cosmologica. 

En esta revision se elegiran unidades en las que c = 1, la metrica tendra la signatura (— + + +) 
y se seguira la notacion abstracta de indices y las definiciones del tensor de Riemann dadas por 
Wald en |215[. Los indices latinos (i,j,k, etc), indican componentes espaciales mientras que los 
griegos (pi, v, etc.) representan las cuatro componentes espacio-temporales. 



A.2 Relatividad General y el principio de covariancia general 



La teoria de Relatividad General es conceptualmente sencilla y se puede resumir en pocas palabras 
citando 1 134 [ el famoso adagio "El espacio le dice a la materia como moverse y la materia le dice 
al espacio como curvarse 1 ", o de una manera mas formal: "El espacio-tiempo es una variedad 
M, en la cual esta definida una metrica Lorentziana g ab . La curvatura de g a i, esta relacionada con 
la distribucion de materia en el espacio-tiempo mediante las ecuaciones de Einstein (ECE)" [215, 
pag. 73]. La metrica g ab no solo representa las propiedades crono-geometricas del espacio-tiempo, 
ademas define los potenciales del campo gravitacional. 

Las ecuaciones de Relatividad General, referidas en el parrafo anterior como las ECE son 

1 

Gab = Kb - -jgafi = KT ab (A.l) 

donde los simbolos representan lo que sigue: G ab es el tensor de Einstein, R ab es el tensor de 
Ricci que esta relacionado con el tensor de Riemann, R a ^ mediante una contraccion de indices, 
R ac = R ab £ y ft es el escalar de curvatura o escalar de Ricci, que se obtiene de la traza de R ab , 
i.e. ft = R a a . En el lado derecho de la ecuacion tenemos a la constante de Einstein k que esta 
relacionada con la constante gravitacional de Newton mediante k = 8tzG y para finalizar, T ab , el 
tensor de energia-momento que representa la distribucion de materia en el espacio-tiempo y cuya 
expresion exacta depende de la teoria con la que se este describiendo la materia. La informacion 



geometrica de la teoria esta codificada en el lado izquierdo de la ecuacion I A.l I debido a sus 
relaciones con el tensor de curvatura R a ^- 



1 En el idioma original: "Space acts on matter, telling it how to move. In turn, matter reacts back on space, telling it how 
to curve" H34l pag. 5] 
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RELATIVIDAD GENERAL Y EL PRINCIPIO DE COVARIANCIA GENERAL 



Conceptualmente, Relatividad General, esta basada en dos principios importantes: (a) el principio 
de equivalencia: el movimiento de los cuerpos 2 en un campo gravitacional es independiente de su 
composition o su masa; y (b) el principio de relatividad o covariancia general: Las leyes de la naturale- 
za son expresadas de manera natural mediante ecuaciones que sean iguales en todos los sistemas 
de coordenadas, esto es, que sean covariantes con respecto a sustituciones cualesquiera, i.e. ecua- 
ciones tensoriales. Aparte de estos principios, se podrian mencionar dos mas de soporte o guia: el 
principio de acople gravitacional mmimo -una version de la navaja de Occam, i.e. una exigencia de 
simplicidad- y el principio de correspondencia -las ecuaciones de Relatividad General deben de coin- 
cidir en el lfmite apropiado con Relatividad Especial y con la Teoria Gravitacional Newtoniana- 
I5HEIBI. 

El establecimiento de cual es el significado fisico, la importancia, el numero 3 o simplemente que es 
lo que dicen exactamente estos principios 4 ha sido objeto de debate a lo largo de decadas, debate 
cuyo inicio se puede remontar al mismo Einstein y su lucha para establecer la teoria tal como la 
conocemos actualmente rver ll501 para una clara y extensa discusion]. 

El principio de relatividad o covariancia general es el que mas problemas causara cuando abor- 
demos la cuestion de la teoria perturbativa, por lo que, le dedicaremos un estudio un poco mas 
extenso para poder alcanzar a ver todas las sutilezas que encierra. 

Este principio, intuitivamente establece que todos los observadores son equivalentes, o expresa- 
do de otra manera: no existe un sistema coordenado privilegiado en la naturaleza. Esto se puede 
entender de la siguiente manera: los sistemas de coordenadas son simple etiquetas puestas a los 
puntos del espacio-tiempo y de ninguna manera esta colocacion de etiquetas afecta al fenomeno 
natural. El principio de covariancia causo y causa acaloradas discusiones en la literatura cientifica 
y en un principio motivo que A. Einstein y D. Hilbert lo desecharan como fundamento de la teoria 
debido al siguiente argumento conocido como el argumento del agujero 5 (para la version original 
de este argumento consultese 111221 [150 1, para la version moderna vease H99lH00lH49 l): Sea g -por 
el momenta eliminaremos los subindices para no complicar la notation- una solution de las ECE, 
entonces, el pull-back, <p* (g), inducido por el difeomorfismo ^enM tambien satisface las ECE. La 
pregunta a responder es ^Todas las metricas <p* (g) describen el mismo campo gravitacional? Si su- 
ponemos el principio de covariancia general como valido, la respuesta es si. Supongase ahora que 
el espacio-tiempo (M, g) contiene una region abierta H (el "agujero") vatia, es decir, unicamente 

2 En realidad de las particulas de prueba, definidas como aquellas particulas que sienten el efecto del campo gravitacional 
pero no lo afectan de manera alguna. 

3 Por ejemplo, en |51 1 menciona el principio de Mach -en realidad el principio de Mach esta determinado por tres enun- 
ciados: (1) La distribution de materia determina la geometria, (2) Si no hay materia no hay geometria y (3) Un cuerpo en 
un universo vacio, no posee propiedades inerciales- dentro de los principios fundamentales, aunque reconoce que quiza 
solo sirva como principio guia para la formulacion de Relatividad General. 

4 Como ejemplo, la expresion del principio de equivalencia es diferente en ]51 134 215 1; en 1 38. pags. 13-15] se mencionan 
tres variantes distintas de este principio. 

5 Originalmente, Einstein expreso este argumento usando sistemas de coordenadas, de la siguiente manera, Sea G(x) el 
tensor metrico que satisface las ECE en el sistema de coordenadas x y G'(x') representa el mismo campo gravitacional en el 
sist. coordenado x'. Si suponemos covariancia general, entonces G(x') (piensese este cambio de coordenadas, unicamente 
en el sentido matematico, i.e. el cambio de x — > x' no cambia el significado funcional de G, pero podriamos interpretarlo 
como un nuevo campo en x'). A partir de esto, se puede demostrar que no hay manera de especificar la metrica afuera 
y en la frontera de un "agujero" pude determinar el campo dentro del agujero. Invalidando asi, la utilidad de las ECE. 
Aunque Einstein planteo este argumento, como un problema de frontera, Hilbert lo planteo, como un problema de valores 
iniciales] 150 1, relacionandolo asi con el Problema de Cauchy de Relatividad General 1 215 1. 
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el campo g esta presente y es solucion a las ECE en vacfo. Debido a la covariancia general, aun 
cuando encontremos una solucion g fuera de H y especifiquemos las derivadas a un orden finito 
en la frontera de H, para conectar la metrica fuera con la de adentro de H de una manera suave, 
la metrica dentro de H no se puede determinar de manera unica, no importa que tan pequeno sea 
el "agujero", asi, pareciera que las ECE no poseen un problema de valores de frontera (o inicia- 
les en la version del argumento del agujero de Hilbert 1 150 [) bien planteado si se sostiene como 
verdadero el principio de covariancia general. 

El argumento del agujero, basicamente nos enfrenta a la decision de declarar al espacio-tiempo 
como entidad "real" y con esto sacrificar la covariancia general, o, eliminar la calidad de ente al 
espacio-tiempo y mantener la covariancia general. 

Tiempo despues, Einstein resolvio esta aparente paradoja quitandole "realidad autonoma" al espacio- 
tiempo si no existe materia en el: 

En la base de la teoria de relatividad general . . . espacio y "lo que llena el espacio" 
no tienen una existencia separada . . . No hay tal cosa como el espacio vacfo i.e. un 
espacio sin campo [gravitacional] . . . [El] espacio-tiempo no reclama una existencia por 
si mismo, si no unicamente como cualidad estructural del campo. |60| 

esto se puede entender, si se recuerda que toda la experiencia que obtenemos del espacio-tiempo 
esta dada por "coincidencias" entre nuestros aparatos de medicion y otros campos, i.e. la "reali- 
dad" del espacio-tiempo esta en los eventos no en los puntos de la variedad. Otra forma de verlo, 
es que la variedad sin la especificacion de una metrica, con la cual se obtengan las cantidades ob- 
servables, no es un espacio-tiempo, ya que los puntos de la variedad M no tienen propiedades 
gravitacionales o crono-geometricas per se. Lo que conforma al espacio-tiempo es el par (M, 
Asumiendo esta postura, los pull-backs de la metrica no difieren fisicamente de la metrica original. 
Dos metricas g\ y gi soluciones de las ECE representan la misma solucion si son isometricas entre si, 
i.e. todas ellas forman una clase de equivalencia. Este argumento puede extenderse con facilidad 
al caso de que haya mas campos dentro de H. Esto resuelve el argumento del agujero, recuperan- 
do la covariancia general y permite plantear el problema de condiciones iniciales en Relatividad 
General de una manera satisfactoria. 

A pesar de haberse resuelto el argumento del agujero, los problemas no acabaron para el principio 
de covariancia, tan pronto como Einstein publico en 1916 la solucion al argumento del agujero y 
retomaba como principio fundacional a la covariancia general, Kretschmann en 1917 |150|, utilizo 
el argumento de solucion de Einstein y lo volvio en su contra, estableciendo que el principio de 
covariancia tenia significado fisico vacio, argumentando que cualquier teoria puede ser puesta de 
manera covariante si es formulada correctamente 6 . Esta objecion, a la fecha, es tema de discusion 
academica, como atestiguan articulos como 1 63 1 . 

Ademas de lo dicho, el principio de covariancia y su interpretacion esta ligado con el significado 
de "promediar" en la teoria de Relatividad General |63| [ver tambien 24, 224 1, y como se muestra 

6 Einstein se defendio diciendo que el argumento de Kretschmann era falso, poniendo como ejemplo la teoria gravitacio- 
nal de Newton ya que no podia escribirse de manera covariante. Poco tiempo despues Cartan, escribio la teoria newtoniana 
en forma covariante 1 1341 . 
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en la siguiente seccion es el causante de las complicaciones en la teoria de perturbaciones en Re- 
latividad General. Se invita al lector interesado en estas sutilizas a consultar las referencias hasta 
aqui expuestas. 



A.3 Teoria de perturbaciones en Relatividad General 

La teoria de perturbaciones de manera general -sin restringirla a Relatividad General- es el con- 
junto de metodos matematicos usados para encontrar la solucion a un problema que no puede 
ser resuelto de manera exacta. Intuitivamente el analisis perturbativo, propone que si se conoce la 
solucion exacta de un problema, la solucion de un nuevo problema ligeramente diferente es una 
"pequena modification" de la solucion conocida. 

Los metodos perturbativos solo podran ser aplicados si es posible agregar una termino "pequeno" 
a la solucion exacta del problema conocido, i.e. la nueva solucion estara expresada en terminos de 
una serie de potencias en el parametro "pequeno", A. El parametro A cuantifica la desviacion del 
nuevo problema respecto a el problema que se sabe solucionar de manera exacta. Por ejemplo si 
queremos obtener la cantidad F a partir de la solucion exacta Fq de un problema similar, F estara 
expresada a segundo orden en A como sigue: 

F = F + AF 1 +A 2 F 2 + O(A 3 ). 

Estos metodos son usados con gran exito en Mecanica Clasica, Mecanica Cuantica, Electrodinami- 
ca, etc. Entonces, ^De donde proviene la dificultad de usarla en Relatividad General? 

Los problemas con los que nos encontraremos en la teoria perturbativa son varios. El primer pro- 
blema proviene del objeto dinamico de la teoria. En Relatividad General, el espacio-tiempo no es 
un escenario estatico, absoluto, sobre el cual se pueda estar sin afectarlo, modificarlo; al contrario, 
es un ente dinamico que actua sobre y es actuado por los participantes. Por lo tanto, es necesario 
perturbar, ademas de los campos de materia (los participantes) representados por F fl j, , al espacio- 
tiempo, representado por g ab (el escenario) i.e. g a j, = g° ah + Sg ab ; el segundo problema se observa 
al escribir una cantidad fisica (i.e. representada por un tensor) Q de manera perturbada (a primer 
orden): 

Q = Qo + ^5Q. (A.2) 

Esta ecuacion no es, en ningun sentido, precisa o correcta, Q es un campo tensorial, el cual, para 
reflejar el numero que se va a medir u observar en un experimento [sec. 4.1 de[215J, debe de estar 
evaluada en un punto del espacio-tiempo (i.e. en un evento del espacio-tiempo), luego de esta 
correccion la ecuacion es 

S(p) = Qo(p) + A^S(p). (A.3) 
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Aunque mejor, esta ecuacion sigue siendo problematica, pues el punto p del lado izquierdo de la 
ecuacion no es el mismo punto p del lado derecho, ya que, estos puntos se encuentran en diferentes 
variedades M y Mo- Cuando se esta realizando teoria de perturbaciones en Relatividad General, 
se esta trabajando con dos variedades, una ffsica, M (la solucion que intentaremos describir con 
perturbaciones), y otra de fondo, Mo, que es una variedad ficticia, preparada por nosotros para 
desarrollar el analisis perturbativo (la solucion exacta que conocemos). Al espacio-tiempo fisico lo 
denotaremos de manera general por (M,g ab ), y al espacio-tiempo de fondo por (Mo, gab)- Ade- 
mas, denotaremos a los campos tensoriales que esten sobre M mediante Q y los definidos sobre 
Mo por Qq. Asi, la ecuacion \A.3\ deberia de escribirse como: 

Q("p") = go(p) + A*Q(p) ■ (A.4) 

£(M,g ai ) £{M ,g ab ) 

La ultima ecuacion nos muestra la aparicion del problema relacionado con el principio de cova- 
riancia: la ecuacion \AA\ nos esta dando la relation entre variables definidas en dos variedades 
diferentes, y para lograrlo implfcitamente hemos identificado los puntos en estas dos variedades. 
Es decir, asumimos que 3 Mo — > M : p 6 Mo >->■ "p" 6 M. Esta identificacion no es unica en 
la teoria de Relatividad General debido a que esta construida sobre el principio de covariancia 
general (cf. A.2[ . 



Siendo conscientes de estos problemas procederemos a definir conceptos que permitiran formali- 
zar su planteamiento y encontrar una solucion. En teoria de perturbaciones a la election del mapa 
de identificacion de puntos, i.e. % : Mo M se le nombra como grado de libertad de norma y esta 
libertad siempre existe en teorias a las cuales se les imponga el principio de covariancia general. 
Este grado de libertad no es fisico, si no espurio, i.e. no trae information relevante al fenomeno 
estudiado. Por lo tanto, un enfoque correcto en la teoria perturbativa en Relatividad General debe 
eliminar estos grados de libertad ficticios. 

Es importante recalcar, que por la misma naturaleza del analisis perturbativo ("desviaciones pe- 
queflas de la solucion exacta conocida", cf. arriba) los espacios-tiempo de fondo y fisico deben 
de ser lo "suficientemente iguales" i.e. "cuasi-isometricos" [199 1 y debido a los problemas con la 
obtencion de promedios de metricas en Relatividad General, no existe una manera unica de hacer 



esta declaration mas precisa) 199 J. 

Consideremos una variedad J\f — M x IR con dim J\f — dim M + dimR, que en el caso en par- 
ticular de Relatividad General dimJV = 5. El parametro infinitesimal para la perturbation sera 
denotado por A. Entonces, Mo = A/"|a=o y M = M\ = Af\iR=\, con Mo,M C M. Ademas, de- 
notemos los puntos en J\T por r, entonces, cada r 6 J\f sera identificado con (p, A), donde p 6 M\ 
y cada punto de Mo se identificara mediante (p,0). Esto implica, que hemos construido un grupo 
uniparametrico de difeomorfismos de identificacion de puntos entre las hipersuperficies M\ en 
M , <p\ : N — > N I Mo — > M\, con p £ Mo >->■ q = <p(p) E M. Si asignamos un sistema de coorde- 
nadas x?' en Mo, (p\(x) establecera las coordenadas xf en M\ y en J\f, mediante <p : (p,0) >->■ (p,A). 
El generador de este difeomorfismo <p, es f Jx) e ^ cua ^ es tangente a las orbitas de <p. 

De esta manera hemos foliado J\T mediante las sub variedades M\ para cada A, que son difeo- 
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morficas al espacio ffsico A4 y al espacio de fondo M.q. Es importante resaltar que J\f tiene una 
estructura diferenciable ya que es el producto tensorial directo de M. y ]R y por construccion las 
subvariedades tienen una estructura diferenciable. Es decir, por construccion, hemos requeri- 
do que los puntos en diferentes subvariedades de J\f esten unidas por una curva continua 7 E J\f . 
Podemos elegir entonces cartas con las coordenadas x ?< (}i = 0, 1, . . . , m — 1) , en cada lamina M.\ y 
que tienen a x m = A. Las ECE se pueden escribir formalmente como 

£[Qx]=0 (A.5) 

en M.\ para Q\ definido en M\. Es decir, cada M\ tiene su metrica g A y un conjunto de campos 
materiales T,\ que satisfacen la ecuacion anterior. Si el campo tensorial esta dado en cada A4\, 
Q\ es extendido a un campo tensorial en ftf mediante Q(p, A) = Q\{p) con p e Mj. Con esta 
extension, la ecuacion I A.5) se puede considerar una ecuacion en J\f. 



Con esta extension tenemos que £ [Q] = es una ecuacion en TV. Los campos tensoriales en M , 
como el anterior, son por construccion tangentes a cada M.\, i.e. su componente normal a cada M.\ 
es cero. 

La base del espacio tangente de M, queda establecida usando el generador del difeomorfismo <p\, 
(yjx) y su dual dA que satisfacen 

Por su construccion, la uno-forma (dX) a y su dual (3/3A)" son normales a cualquier tensor que es 
extendido del espacio tangente a cada M.\. El conjunto de (d\) a y (d/dX) a y la base del espacio 
tangente a cada M.\ son consider ados como la base del espacio tangente de TV. 

Entonces podemos empezar a considerar a las perturbaciones del campo Q como las comparacio- 
nes de QenM.\ con Qo en -A4 0/ P or 1° q ue es necesario identificar los puntos de M. con aquellos 
en Mq. Con este fin, se elegira un nuevo difeomorfismo <p^. Por simplicidad ese mapeo se puede 
elegir como un mapeo exponential 7 . Este mapeo de identification de puntos, esta representada 
por el mapeo cp\ : J\f — > J\f , tal que, q>\ : M$ —> M\, y en general <p(p) 7^ f(p), para p E Mo. 
El grado de libertad de norma q>x, es un grupo uniparametrico de difeomorfismos (e.g. un mapeo 
exponential) que satisface la propiedad 

<PA!+A 2 = <PAi <Pa 2 = <Pa 2 W r (A.6) 

Este grupo uniparametrico de difeomorfismos es generado por el campo vectorial ^X^. A este 
campo vectorial se le conoce como generador y es definido por la action del pull-back para un campo 
tensorial Q en M: 

vXQ-Q 

£ X Q = Km yA . , (A.7) 

A->0 A 



7 Esta restriccion no afectara las ecuaciones importantes del formalismo invariante de norma, ver section 
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y puede ser descompuesto usando la base de J\f como sigue 

*X a K =: (J^j + 6", 6 a (dA) a =0, £^« fl = 0. (A.8) 

La segunda condicion de esta relation se elige por simplicidad, debido a que la eleccion de 8 a es 
arbitraria salvo la condicion de que sea tangente a M.\. El campo vectorial 9" esta definido en A4\ 
y exceptuando las condiciones anteriores es arbitrario, i.e. la arbitrariedad de la eleccion de norma 
esta contenida en la componente tangente del campo vectorial X, es decir en el campo vectorial 9 a . 

El pull-back <p\Q mapea el campo tensorial Q en M. % a un tensor cp\Q en A4q. Entonces el pull-back 



esta representado por la expansion de Taylor (ver apendice A.9 r a segundo orden mediante 



<pXQ(p)\m = Lto j[ £ xSIm = Q(p)\m + A£xQIm + 1^ 2 £ 2 x Q\m + 0(A 3 ). (A.9) 

Observese que £x = £fXi/ P ero estamos simplificando la notation. Dado que p G Mq, podemos 
considerar esta ecuacion como 

q>\Q{p) = Q (P) + A£xS|m (p) + +0(A 3 ) (A.10) 

i.e. una ecuacion en el espacio-tiempo de fondo Mo, con Qo = Q\m es e ^ va lor de fondo de la 
variable flsica Q. Armados con esta definicion, la perturbacion A^Qx del campo tensorial Q bajo 
la eleccion de norma q>\ es definida mediante: 

^Qx = flQ\ Mo -Qo- (A.u) 



A diferencia de la ecuacion I A4}, esta definicion tiene todas sus variables definidas en .Mo- Susti- 



tuyendo [ |A.10) en esta ultima ecuacion, definimos las perturbaciones a primer y segundo orden 
del campo tensorial Q bajo la eleccion de norma <p A mediante 



S v Q = £xQ\m , S 2 f Q = £ x Q\M - (A.12) 



Con las definiciones [ A.12) podemos tratar de establecer de una manera mas exacta a lo que nos 



referimos por "desviaciones pequeflas" de las metrica de fondo. Seran "desviaciones pequeftas" 
$gab = (f*Sab) ~ Sab> aquellas que \Sg a ^\ -C 1. Obviamente existen muchos difeomorfismos que 
no cumplen con esto, por lo que, toda la discusion desarrollada en este apendice esta limitada a 
los difeomorfismos que satisfacen esta condicion. l37l . 

Giremos ahora nuestra atencion ahora al problema de transformaciones de norma. Sean dos cam- 
pos vectoriales X, Y en J\f . Sus curvas integrales definen dos flujos cp y ip, respectivamente en J\f . 
Entonces X y Y son transversales a cualquier A4 \ y los puntos sobre la misma curva integral son 
considerados el mismo punto respecto a su norma. Entonces cp y ip son mapeos de identification 
puntuales. Si descomponemos los campos vectoriales X y Y como lo hicimos anteriormente tene- 
mos, 



8 N6tese que <5<°> Q = Q y Q = SQ 
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9x * = {ik)" +e " lpY ^ = {ix) a+La (A - 13) 

Cuando 8 a 7^ i a se dice que tenemos dos elecciones distintas de norma. Cada una de estas elecciones 
de norma define un pull-back de un campo tensorial QenA/"a otros dos campos tensoriales, <p\Qy 
ip\Q para cualquier valor de A. Tomando en particular el espacio-tiempo de fondo Mo vemos que 
tenemos tres campos tensoriales asociados con Q: Qq, el valor de fondo de Q, y los dos pull-back 
de Q desde M\ por las dos elecciones de norma diferentes. Estos dos ultimos campos tensoriales 
pueden ser expandidos en series de Taylor, 



^A^QlM^E^otr ( sik) V Q)=Qo + ^QA, (A.14a) 
*Ga^GU=5Xo^ fa ( %2) = Q + ^Qx- (A.14b) 



A=0 jfc| 

donde se ha usado las definicion recien dada [ A.ll| . Como cp\ y ip\ son elecciones de norma que 
mapean el espacio-tiempo .Mo en M\, f Q\y ^ Q\ son representaciones en Mo del campo ten- 
sorial Q en dos diferentes normas. Las cantidades S^Qy S^Q son las perturbaciones de orden k 
en las normas <p y ip respectivamente. Es muy importante notar que el parametro A usado para 
etiquetar las subvariedades de J\f (recuerdese que proviene del difeomorfismo original <p) tambien 
sirve para realizar la expansion, estableciendo asi lo que significa "perturbacion a orden k" , por lo 
que la division de h^Q\ en perturbaciones de primer, segundo, etc. orden no tiene un significado 
absoluto, ya que una reparametrizacion de AT (i.e. eligiendo un nuevo mapeo primigenio) mez- 
clara todos los ordenes. Lo unico que esta definido de manera invariante, es la cantidad Q. Es 
importante notar que si el campo tensorial Q es invariante de norma, su representation en Mo no 
cambiara ante transformaciones de norma, por definicion. 

Definimos que un campo tensorial Q en J\f es totalmente invariante de norma (TIN) si f Q\ = 
para cualquier par de elecciones de norma q> y tp, implicando asi que £W <PQ = $Q para todo 
k. Podemos relajar este requerimiento y definir invariante de norma (IN) a orden n si y solo si para 
dos normas cualesquiera cp y ip 



8 (k \Q = 5 (k \Q VJfc, con k < n. (A.15) 

Con esta definicion es posible demostrar por induccion |34| que el campo tensorial Q es invariante 
de norma a orden n > 1 si y solo si £g , para cualquier campo vectorial definido en 

Mo y VA: < n. Esto generaliza el lema de Stewart- Walker [expuesto por vez primera en 199J: 

Lema de Stewart-Walker. La perturbacion a orden n del campo tensorial Q es invariante de nor- 
ma a orden n si y solo si Qo y todas las perturbaciones de orden menor a n, son, en cualquier 
norma: 

■ Cero 
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■ Escalar constantes 

■ Combinaciones lineales de productos de deltas de Kronecker. 

La prueba de este lema es directa usando las definiciones anteriores y se puede encontrar en 1 199 
El cambio de eleccion de norma desde q>\ a ip\ esta representado por el difeomorfismo 



(A.16) 



El difeomorfismo es un mapeo <£>\ : jWo ^ A^o para cada valor A 6 R. Este difeomorfismo 
cambia el punto de identificacion, por lo tanto se puede considerar como la transformation de 
norma <I>^ : <p,\ — > ip\. Debemos recalcar que $:Rx A^o -Mo no es grupo uniparametrico 
de difeomorfismos en Aio debido a que en general, los gener adores del difeomorfismo, fX a y^Y a , 
no conmutan. Como consecuencia de esto, no se podra expandir a <£>x en una serie de Taylor usan- 
do la ecuacion \A.9 I debido a que esta solo es valida para grupos uniparametricos, sin embargo, 



en el apendice A. 10 se muestra que, a orden n en A la familia uniparametrica de difeomorfismos 
O siempre puede ser aproximada por la familia de diferomorfismos de caballo de rango n (teore- 
A.10.2} , los cuales a su vez pueden ser expresados en una serie de Taylor generalizada (lema 



ma 



A.lO.ll 



La transformation de norma <$?\ induce un pull-back desde la representacion f Q\ del tensor per- 
turbado en la eleccion de norma cp^ a la representacion ^ Q\ en la eleccion de norma ip^ . De esta 
manera estos tensores estan conectados por el mapeo lineal <I> A mediante 

*Ql = *XQ\Mo 

= (Va (n<Pl l )*Q 

= (<PaV)*(<Pa2) 



M 
Mo 



(A.17) 



Usando el lema A. 10.1 se expresa la serie de Taylor de <$>* A f Q\, obteniendo 



donde fi, £2 y £3 son los primeros tres generadores de O^. Si sustituimos |A.14al y I A.14b| en 



I A. 18 1 e igualando termino a termino llegamos a que las relaciones entre el primer, segundo y 
tercer orden de la perturbacion del tensor Q en dos normas diferentes es: 



? Q - 5f Q = 2£ S /V Q + {% + £| } Qo, 



j(2) 



(A.19a) 



(A. 19b) 



Estas relaciones son consistentes con la definition de invariante de norma de orden n dada ante- 
riormente. 
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Para finalizar esta seccion mostraremos la manera de obtener los generadores del difeomorfismo 
en termino de las elecciones de norma Xy Y: sustituyendo I p04a I y ( A.14b) , en I A. 18 l,igualando 
terminos en orden A, usando propiedades de la Derivada de Lie (ver A.8.1} de un tensor y por ul- 
timo considerando que Y m — X m = (ambos tienen la misma m-esima coordenada: A) obtenemos 
las igualdades siguientes (ver [34] para las demostraciones detalladas de estas ultimas dos afirma- 
ciones): 



t™ = Y a - X a 



(A.20a) 
(A.20b) 



A.4 Espacio-tiempo de ejemplo: el Universo FLRW 



A.4.1 Espacio-tiempo de fondo 



Para ejemplificar las diferentes aproximaciones al analisis perturbativo en Relatividad General usa- 
remos el espacio-tiempo de Friedmann-Lemaitre-Roberston- Walker (FLRW). Los Universos FLRW 
describen la dinamica y la geometria de los universos con hipersuperficies espaciales maximamen- 
te simetricas. En particular nos enfocaremos al caso espacialmente piano (i.e. Cl — 1) de FLRW. 
Usaremos este espacio-tiempo por dos motivos, el primero es que debido a sus caracteristicas geo- 
metricas (simetrfas y platitud espacial) es facil de manipular matematicamente; y segundo, en la 
actualidad, debido a los grandes avances observacionales en la cosmologfa es posible extraer y 
comparar los calculos hechos con la teoria de perturbaciones aplicada a estos universos idealiza- 
dos con los datos proporcionados por el universo real, por ejemplo con los datos extrafdos del 
estudio del fondo de radiacion cosmica [ 1 48 1 . 

Este espacio-tiempo idealizado es homogeneo e isotropico espacialmente. Esto solo se cumple -de 
una manera aproximada y sin una clara justificacion teorica- en el universo real a una escala de 
aproximadamente 100 Mpc. En este apendice supondremos que la geometria de las hiper superfi- 
cies espaciales es plana, por lo que su elemento de lmea sin perturbar es 

ds 2 = a 2 (f])[-dt] 2 + Sjjdx'dx'], (A.21) 

donde a(rj) es el factor de escala expresado en el tiempo conforme rj. La comilla, {}', indica una 
derivacion respecto al tiempo conforme, i.e. {}' = El tiempo conforme se relaciona con el 
tiempo cosmologico f (el tiempo medido por los observadores fijos en las coordenadas comoviles 
espaciales x l ), mediante dt] = J Los sfmbolos de Christoffel estan definidos por II215II : 

r L = \g ad {gdb,c +gcd,b - gbc,d)- (A.22) 
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El inverso de la metrica g ab es usado para levantar fndices espacio-temporales, mientras que la 
3-metrica S' 1 (SVfijk = S' k ) es usada para elevar los fndices de los 3-vectores y 3-tensores. Como el 
espacio es piano, la 3-derivada covariante es V, = dj. 



Para la metrica I A, 21) los simbolos de Christoff el tienen una forma particularmente, aquellos dif e- 



rentes de cero son 

r?,=M, ^ = 4^, T*lj = 6ipt, (A.23) 

donde se ha introducido el parametro de Hubble comovil, JC = q ue es ta relacionado con el 
paramtero de Hubble 9 H, mediante !K = aH. El tensor de Ricci se puede expresar en terminos de 
los simbolos de Christoffel: 

R ab = T c ab/C - T c aci + T c dc T d ab - T c dh T d ac , (A.24) 
las componentes de este tensor en este espacio son 

R m = 3 ^K - ^ , Rij = ( JC+ ^-V (A.25) 

El escalar de Ricci, % por su parte, esta definido por la contraction total del tensor de Ricci con la 
metrica g uv , i.e. 

K = g }W R V v, (A.26) 
sustituyendo | |A.25) en esta ultima formula tenemos 



6 



ft = ^ ( IK - n 2 ) . (A.27) 



El tensor de Einstein G ab , esta definido por la ecuacion 



G b a = R b a -^g b a % (A.28) 



usando I A.25) y I A.27 1 obtenemos que sus componentes son 



G„i = -%'K L , (A.29a) 



Gi> = -\s\(p{ + -K 2 



(A.29b) 

En este apendice solo estamos interesados en el caso inflacionario, por lo que la materia en el 
universo estara representada por un campo escalar, cp = cp(rj), descrito por el tensor de energfa- 
momento 

T a b = V a cpX7 b cp- ^/(V c <pV> + 2V(<p)), (A.30) 



9 E1 nombre -claramente inapropiado- de constante de Hubble se reserva para el valor del parametro de Hubble evaluado 
en este evento espacio-temporal (hoy, ahora), Hq = H(f). 
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con componentes en las coord enadas definidas por I A.21[ | 



V = -(Jp(<p') Z + V(9))> (A-31a) 

V=(^(f') 2 -V^})^>. (A. 31b) 

Comparando con el tensor de energfa-momento de un fluido perfecto podemos identificar aT,j' 
con la energfa, e, y a 1^ con la presion, p. Entonces las ecuaciones de Einstein para el espacio- 
tiempo de fondo Mo lleno con un campo escalar, cp, es 

2 _ 8nG 2 _ StzG 2 ( 1 / 'v2 



M ' = — «^ = — a * + V(<p)\, (A.32a) 

2M' + ?£ 2 = -87rGfl 2 p = -87iGa 2 (^2(<?>') 2 - y (<?>)) / (A.32b) 
en el trato perturbativo sera util la siguiente forma que se obtiene sumando ambas ecuaciones 

•K 2 - "K = AnGa 2 (e + p)= AnG((p') 2 . (A.33) 



A.4.2 Perturbaciones a primer orden en el espacio-tiempo FLRW 



Antes de introducir los esquemas desarrollados para lidiar con los problemas de norma en la teoria 
de perturbaciones en Relatividad General, perturbaremos de manera general a primer orden la 
metrica. Las perturbaciones a segundo orden se veran mas adelante en el texto. Los componentes 
de la perturbacion lineal de la metrica I A.21} 



iab = n ab 



h- h- 



(A.34) 



El elemento de linea perturbado es entonces, 

ds 2 = a 2 (rj) - (1 + htjtj) drj 2 + 2h,j idrj dx l + (^ ; - + h^dx'dx' . (A.35) 

Esta ecuacion es completamente general: guv tiene 10 componentes independientes y hemos intro- 
ducido 10 campos independientes que caracterizan la perturbacion (1 de la perturbacion escalar + 
3 de la perturbacion vectorial + 6 de la perturbacion tensorial), pero tengase en cuenta que solo 6 
de estos campos representan grados de libertad fisicos. 

Debido a que la variedad (£(//), a 2 <Sjy) es maximamente simetrica, es posible encontrar una des- 
composicion diferente a /z^ ^, h„ hu de la perturbacion a primer orden que explote estas simetrias 
1 201 [. Existen dos tipos de transformaciones de coordenadas en teoria de perturbaciones en Re- 
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latividad General: (a) Transformacion.es de norma, que son las que han sido el tema central de este 
artlculo en las cuales, las coordenadas de A4q se mantienen fijas, y, al elegir una correspondencia 
de puntos diferente entre A4o y M. las coordenadas de este ultimo cambian; y (b) Transformaciones 
en A4q que se diferencian de las anteriores, en el hecho de que la norma se mantiene fija y hacemos 
cambios de coordenadas en M.q que inducira un cambio de coordenadas en M.. Estas ultimas son 
las que nos ayudaran a descomponer las perturbaciones de la metrica. Como queremos preservar 
las simetrfas de M.q, las transformaciones que podremos hacer en esta variedad estan restringi- 
das a ser de dos tipos: (a) Reparametrizaciones del Tiempo, (2) Transforamciones en coordenadas 
espaciales. i.e. x 1 ' = X l k x k . donde las unicas que preservan la simetrla de A4q son las rotaciones: 

X?' = ( °, ) , (A.36) 

La matriz Rj c es una matriz 0(3) que representa las rotaciones. Analizando como se transforman 
las perturbaciones de la metrica antes estas transformaciones observamos que h« , ? se transforma 
como escalar, h„ ,■ como 3-vector y /i,-,- como 3-tensor, donde los terminos escalar, 3-vector y 3-tensor se 
refieren a las propiedades de transformacion ante rotaciones en el espacio de fondo 10 . En particular 
escalar en este contexto NO significa que la perturbacion es invariante antes las transformaciones 
de norma, de hecho, las perturbaciones escalares no son invariantes de norma. Estas denominaciones 
de escalar y 3-vectorial datan del artlculo seminal de Lifshitz 11161 . 

Usando el teorema de Helmholtz podemos descomponer a la perturbacion vectorial en una parte 
potencial o libre de rotacion y en una parte libre de divergencia. Otras denominaciones son lon- 
gitudinal para la libre de rotacional y solenoidal para indicar que la divergencia de este termino es 
cero. 

h v t = hf*- fnt) + hf v ~ free) = h ( p + h\ V) , (A.37) 
donde tfhW = 0; de manera similar, la perturbacion tensorial : 

hi, = a 2 h^ <5ij + a 2 h\p , (A.38) 

con hj' = S'ih^p = 0. A su vez, hf-J' se puede descomponer en, 



donde S'lh^ 1 " 1 = 0, S' k hJj T k = 0, y S'ihJ? — 0. En la literatura al primer termino entre parentesis 
del lado derecho de la ecuacion | |A.39) se le conoce como "operador sin traza de doble gradiente". 

Tenemos entonces que la perturbacion lineal de la metrica se puede descomponer en tres conjuntos 
de variables, cada conjunto definido por como se transforman sus elementos 12 : los que transfor- 

10 A veces en la literatura se denominan como variables de espin-0, espin-1 y espin-2, respectivamente. 
n Se agrego el factor de a 2 para simplificar calculos mas adelante. 

12 Es conveniente decir en este punto que la nomenclatura de los simbolos con los cuales identificamos las perturbaciones 
dista de ser la estandar (salvo en el caso del 3— tensor, h TT ), de hecho no hay acuerdo en la literatura sobre como nombrar 
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man como escalar que son aquellas que se pueden construir a partir de 

otros escalares, sus derivadas y cantidades de la metrica de fondo; aquellos que transforman como 
3-vectores. }, que tienen como caracteristica que su divergencia es cero y finalmente 

un termino que transforma como 3-tensor con divergencia cero (o transverso) y con traza cero: 

Esta descomposicion tiene relaciones inversas que se escriben a continuacion: 



h (SV) = A" 1 ^^; 


(A.40a) 




(A.40b) 


h (S) = J_ h .i 
3« 2 1 


(A.40c) 


h m = ±( h ..-± h k g \ 

n a 2 \ 1 ' 3 k l 'J 


(A.40d) 


h (ST) = 3 A -i A -i h (p,,j 


(A.40e) 


A-^'K-A-UA-ihff-V) . 


(A.40f) 



h (VT) 

(A40g) 

donde A = V 2 , es el laplaciano de la hipersuperficie espacial y estamos suponiendo que existe una 
funcion de Green inversa del operador A, A , que garantice la correspondencia uno a uno entre 
{h vv , h ni , hij} y {{h vv , h( s \ h^ sv \ /j( st )} , h^} , {ft( TT )}}. Estas funciones de Green 

existen si especificamos el dominio de las perturbaciones (por ejemplo, L 2 en el espacio con 
las condiciones apropiadas de frontera. Notese que la suposicion de la existencia de estas funciones 
excluye al kernel de los operadores A, por ejemplo, los campos vectoriales de Killing, p, H143ll en 
£(77). El estudio de las perturbaciones que pertenezcan al kernel de A queda excluido del alcance 
de esta revision. 

Una caracteristica importante de esta descomposicion, es que las ecuaciones fisicas construidas 
en esta metrica no mezclaran, a primer orden, los elementos de un conjunto con los de otro, de 
tal manera que pueden ser estudiados por separado 13 . La clasificacion en escalares, vectores y 
tensores, es importante ya que cada uno de ellos representan diferentes fenomenos: la gravitacion 
descrita por Newton es un fenomeno escalar, pero los efectos relativistas se ven claramente (ya que 
estan ausentes en las ecuaciones gravitacionales de Newton) en los comportamientos gravitomag- 
neticos (el conjunto vectorial de las perturbaciones) y de ondas gravitacionales (las pertubaciones 
tensoriales) [21 j. La metrica en esta nueva descomposicion se puede escribir como 



a las variables. En este apendice sigue las de 1 142 1 

13 Esta caracteristica es cierta solo a primer orden ya que a segundo orden todas las cantidades estaran acopladas, ver mas 
adelante 
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(S) (V) (T) 

donde la perturbacion lineal escalar (Sguv ), vectorial (6 guv ) y tensorial (Sgj lv ) son respectivamen- 



te: 



a2 M -h vv drj 2 + Ihf^drjdx* + (k^fy + hfj^ dx { dx' 



a 2 {r]) {-Ik^drjdx 1 + (k\J T) +/i}J T) ) dx j dxi 



ST) _ h {TT),J 



h) r'dx'dxK 



"spy --i, 

La regla de transformacion de norma I A,19a) , en el caso de FLRW es 



(A.41a) 
(A.41b) 
(A.41c) 

(A.42) 



El generador f fl de la transformacion de norma es un campo vectorial en el espacio-tiempo de 
fondo A4q. Este vector puede descomponerse de una manera 3+1: 



la = £» {drj) a + Ci(dx l ) a , 



(A.43) 



De esta manera la transformacion de norma para las perturbaciones originates, {h, n , h„i, , es 

(A.44a) 

fh.j i -j, h v i = C Vri + (3, - (A.44b) 
<pkij -f fHj = 2£ {ij) - 2KSijC v (A.44c) 

Procedemos de la misma manera que con las perturbaciones a primer orden y descomponemos a 
en sus partes longitudinal es y solenoidales usando el teorema de Helmholtz: 



ft^+if con £ = 0, 



entonces la descomposicion I A. 44 1 ahora se escribe, 



'(d v - 2^)^ + z n ). + (a, - 2K) i ( P 

v hij - f h,j = 2^ + 2 Udj - ^SijV 2 ] ^ + 2 Q V 2 ^ sy ) - M^) 
donde la ultima expresion se escribe de esa manera para facilitar calculos posteriores. 



(A.45) 

(A.46a) 
(A.46b) 

(A.46c) 



Utilizando las relaciones ( |A.40) , las reglas de transformacion de norma para la descomposicion 
{ [k nn , h^), h( sv \ h( ST )} ,[h} V) , ^ VT) }, |/z( TT '} } son para el conjunto escalar: 



(A.47a) 



168 



ENFOQUES EN EL TRATAMIENTO PERTURBATIVO 



fh (sv) _ f h (sv) = ^ + {dr/ _ 2 5 £) ^(sy) / (A 47b) 

a 2 - a 2 f h^ = -2H?, + ^V 2 ^ sv \ (A.47c) 

fl 2^(sr)_ fl 2^( S T) =2 ^(sv )/ (A47d) 

por su parte, para el conjunto de perturbaciones vectoriales, 

9 hP -ip h { p = (3, - 2K)tP, (A.48a) 



y para la parte tensorial, 



aVP-"^^^ (A-48b) 



a 2 hf ] -a 2 hP=0. (A.49) 



Sentadas las ecuaciones basicas de las perturbaciones de la metrica de FLRW, podemos estudiar 
las diferentes alternativas para tratar las perturbaciones en Relatividad General, utilizandola como 
ejemplo. 



A.5 Enfoques en el tratamiento perturbativo 



Otra forma de expresar el contenido del principio de covariancia es diciendo que los observables 
fisicos no pueden depender de la eleccion de coordenadas, por lo tanto, una caracteristica deseable 
de una teoria perturbativa es que especifique de una manera no ambigua tales observables, es 
decir, los observables deben de ser invariantes de norma. Basicamente existen dos maneras de 
extraer la ffsica (i.e. eliminar los grados de libertad espurios) en el tratamiento perturbativo: (a) 
fijar los grados de libertad de norma (opcion conocida como eligir una norma, o (b) extraer las partes 
invariantes de norma de las perturbaciones. La opcion (b) se puede dividir a su vez en (bl) formalismo 
1+3 covariante invariante de norma y en (b2) formalismo invariante de norma. Las opciones (a) y 
(bl) se mostraran a grandes rasgos en esta seccion y la opcion (b2) sera el tema por el resto de este 
reporte. 



A.5.1 Fijando la norma 



La eleccion mas sencilla para eliminar los problemas de libertad de norma, es elegir o fijar una 
norma, procedimiento conocido en ingles como gauge fixing. Esto significa simplemente que se 
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escogera una foliacion particular espacial del espacio-tiempo. Esta ha sido una de las opciones 
mas populares de las decadas pasadas y fue iniciada por Lifshitz en 1946 |116|, cuando empezo a 
estudiar la estabilidad (usando perturbaciones) en espacios-tiempos de FLRW. 

Los principales problemas de esta aproximacion son dos: (1) el eliminar verdaderamente los gra- 
dos de libertad espurios; y (2) la interpretacion ffsica de los resultados obtenidos en una norma 
en particular. Estos problemas fueron resueltos de manera sistematica en cosmologia por Bardeen 
ITTI . El procedimiento de Bardeen es el siguiente: empezando en una norma, es posible definir 
cantidades invariantes de norma mediante combinaciones algebraicas o diferenciales de variables 
dependientes de la norma. Esta ha sido la manera de resolver las ambigiiedades de la norma es- 
tandar en cosmologia [138J. 

A continuacion, mencionaremos algunas de las normas favoritas elegidas por la comunidad cos- 
mologica. 



Smcrona 



La norma smcrona (synchronous gauge) fue introducida por Lifshitz en 1946 11161 . La norma sm- 
crona esta definida por 7z„« = 0, = y = 0, i.e. dejamos sin perturbar a goo Y a goi- La 
metrica en la norma smcrona tiene la siguiente forma: 

ds 2 = a 2 (n) \-dn 2 + + hy) dx'dx'] . (A.50) 

Notese que para ser compatible con las metricas expresadas en la literatura |116 163 1 en esta 
norma hemos regresado al uso de hu. 

La norma sfncrona es muy popular para los estudios numericos y es la norma usada en CMBFAST 
1 192 1 . Su principal problema es que no elimina completamente la libertad de norma. Este problema, 
aunado a su popularidad ha sido fuente de confusion en el pasado lTTTl 11381 . 

Esta norma permite la existencia de un conjunto de observadores que caen libremente -i.e. se 
mueven sobre geodesicas- sin cambiar sus coordenadas espaciales, llamados en la literatura "ob- 
servadores fundamentales comoviles" 14 . Cada observador esta equipado con un reloj que mide el 
tiempo conforme n y permanece fijo en la coordenada x l . Los observadores junto con sus relojes y 
etiquetas que identifican su geodesica definen las coordenadas en todo el espacio-tiempo. El gra- 
do de libertad de norma residual (espurio) se debe a que hay libertad para ajustar las condiciones 
iniciales de los relojes y coordenadas espaciales. Otro problema de esta norma aparece cuando las 
perturbaciones son muy grandes, si es asf, estas coordenadas pueden deformarse mucho e inclu- 
sive llegar a intersectarse ET] causando singularidades coordenadas. Las ecuaciones de Einstein y 



su relacion con otra norma, se pueden obtener de las relaciones derivadas en la seccion A.3 y se 
invita al lector a verlas en Ell Il38l IT631 . 



14 E1 que los observadores comoviles sigan geodesicas se puede comprobar usando la ecuacion geodesica [la formula 
esta en 215 pags. 46-47] con las condiciones de esta norma, llegando a que u' = es una geodesica 
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Newtoniana Conforme o Longitudinal 



En la norma newtoniana solo son diferentes de cero las perturbaciones escalares h„„ y h( s >. De esta 
definicion se puede ver que se eliminan todas las perturbaciones de caracter vectorial y tensorial 
1 138 1, entonces la metrica en esta norma es 



ds z 



a 2 (n) [- (i + ^)V + (i + ^ (s) ) 



Sijdx'dx 1 



(A.51) 



Otra forma en la que esta norma es presentada en la literatura esta norma es mediante hy , = 

M T ) = o EU. 

Las condiciones que dan pie a esta norma solo pueden ser establecidas si el tensor de energia mo- 
menta no contiene partes vectoriales o tensoriales y no existen ondas gravitacionales libres 15 . La 
norma newtoniana solo tiene aplicabilidad a orden lineal perturbativo. Si se ignorara esta limitante 
se estarlan eliminando 16 grados de libertad flsicos y no grados de libertad de norma [21J. 

Esta norma se puede ver como una generalizacion cosmologica relativista de las ecuaciones de 
gravitacion newtoniana. Permitiendo asf una interpretacion sencilla de las perturbaciones: es 
el analogo del potencial gravitacional newtoniano O. 

Uno de sus atractivos es que las variables invariantes de norma de primer orden fllTl |2T1 I138L 
corresponden en esta norma a y h^ s ' lo cual permite dar una interpretacion fisica sencilla a las 
variables invariantes de norma. Debido a esta propiedad en [138J se sugiere calcular las ecuaciones 
en esta norma (debido a su sencillez relativa respecto al calculo invariante de norma) y luego 
hacer las sustituciones de h^, M s ) por las variables escalares invariantes de norma para tener las 
ecuaciones invariantes de norma. 

La norma newtoniana o longitudinal es un caso especial de una norma mas completa conocida 
como de norma de Poisson |21J, la cual no tiene las restricciones mencionadas arriba y que queda 
definida por h ( l = y fa.. '' = 0. 



Otros 



Existen otras normas populares en la literatura cosmologica, como la (a) norma espacialmente plana 
{htjtj = fr( ST ' = fa| yT ' = 0^ en esta norma las hipersuperficies espaciales no son perturbadas esca- 
lar o vectorialmente. En esta norma la perturbacion del campo escalar coincide con la variable de 
Mukhanov-Sasaki |136|; (b) la norma ortogonal comovil en las cual la 3-velocidad del fluido se hace 
cero y (c) la norma de densidad uniforme que como nombre indica en sus hipersuperficies espaciales 
la perturbacion de la densidad es nula [124 J. 

15 Ignorar las perturbaciones vectoriales y tensoriales a segundo orden es inconsistente ya que, aun haciendo las per- 
turbaciones vectoriales y tensoriales iniciales iguales a cero a primer orden, las perturbaciones a segundo orden serviran 
como fuente de estas perturbaciones lineales 

16 Esta situacion es analoga a hacer en electrodinamica A = 0. 
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A.5.2 1+3 Covariante-Invariante de Norma 

Hasta el momento hemos considerado foliar el espacio-tiempo en hipersuperficies espaciales eti- 
quetadas por el tiempo rj, esta division se conoce como division 3+1 y recibe el nombre de slicing 
en ingles. La division 3+1 es la usada en la formulation hamiltoniana de Relatividad General 12151 . 
Existen otras formas de hacer la separation espacio-temporal, en 1971 G.F.R. Ellis) 66] y otros auto- 
res despues de el, han desarrollado un formalismo basado en una divison 1+3 de las identidades 
de Bianchi y Ricci Il32l l6Tll62ll69ll78ll2T4l llamado formalismo 1+3 Covariante-Invariante de Nor- 
ma. 

En el formalismo 1+3 Covariante-Invariante de Norma se ejecuta una operation diferente al slicing, 
llamada en ingles threading (literalmente "hilado"). Los objetos geometricos usados son una serie 
de lfneas de mundo temporaloides X^(x,q) donde T es el parametro affn que mide el tiempo 
propio sobre la lfnea de mundo y q es una etiqueta unica para distinguir las diferentes lfneas de 
mundo. Los observ adores en este formalismo se mueven a lo largo de estas lfneas [21]. 

La herremienta principal en la construction de este formalismo, es el vector temporal (w''w /( = — 1) 
tangente a la lfnea de mundo = dxl 1 /dr. Los tensores se descomponen en una parte paralela 
al vector y otra normal a este, usando el operador de proyeccion P fn , = g fw + u„u v , que es la 
metrica espacial de los observadores moviendose con uP. Las ecuaciones a las que se les aplicara 
este procedimiento de descomposicion no son las ECE, si no ecuaciones definidas para el tensor 
de Riemann o el tensor de Weyl y las ecuaciones de Raychaudhuri [ver|66j[78j y referencias dadas 
arriba] . 

Usando el Lemma de Stewart- Walker se escogen las variables invariantes de norma, es decir se 
eligen las variables que son cero de manera natural en el espacio-tiempo de fondo FLRW (por 
ejemplo el tensor de Weyl -sus partes electrica E fl j, y magnetica H fl j, [214 [ -, la presion anisotro- 
pica 7r fl j, del fluido, el corte de las congruencias de geodesicas <J a y, ii a , etc [ver 78 para una lista 
exhaustiva]), por lo tanto las ecuaciones de evolucion 1+3 del universo perturbado no poseen am- 
bigiiedades de norma. Ademas las variables elegidas para caracterizar la evolucion tienen una 
interpretation ffsica directa, a diferencia de las variables definidas en el enfoque Invariante de 
Norma (cf. |A.6 1. 

En este formalismo es facil aplicar tecnicas de sistemas dinamicos a la cosmologia [214]. 



A.6 Formalismo Invariante de Norma 

En el formalismo Invariante de Norma -presentado en los trabajos de J.M. Stewart y M. Walker 
[199], M. Bruni et al. 11331 y luego desarrollado extensamente en los trabajos de Kouji Nakamu- 
ra 11139111411 - 11451 )- se busca eliminar desde el inicio, cualquier posible elemento no ffsico de los 
grados de libertad. Entre las ventajas de este formalismo, se pueden mencionar que (a) no hace 
ninguna suposicion acerca del espacio-tiempo de fondo (a diferencia, por ejemplo, del metodo 
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de eleccion de norma, cf. seccion A.5.1) ; (b) no solo se aplica a la teoria de Relatividad General 
sino a toda teoria en la cual se exija la validez del principio de covariancia general [para un ejem- 
plo de esto ver 11391 y las referencias ahi dadas], y por ultimo (c) si se cumple cierta condicion 
de separabilidad de la metrica perturbada a primer orden propone un algoritmo para encontrar 
perturbaciones invariantes de norma a cualquier orden superior al primero. 



A. 6.1 Algoritmo 



El procedimiento para encontrar invariantes de norma a un orden perturbativo arbitrario es el 
siguiente: 

I. Se expande median te la serie de Taylor ( |A.180) a la metrica g' ab de M.\ luego de aplicarle un 
pull-back usando la eleccion de norma (p\ a M.q, i.e. 

_ A 2 
f\gah =gab + ^ 9 hab + y v hb + O (A), (A.52) 

donde g ab es la metrica de A4q y hemos definido a 5g ab = h ab y a 5 2 g ab = l ab como las pertur- 
baciones de la metrica a primer y segundo orden respectivamente. Las transformaciones de 
norma I A.19al y I A. 19b) de la metrica a primer y segundo orden son 



<ph a i, - yh ab = Efrgab, (A.53a) 



2£ ?1 h ab + [£ S2 +£l}g ah . (A.53b) 



II. Inspeccionando las reglas de transformacion de norma | |A.53| se procede a separar, en partes 
invariantes de norma y variantes de norma, a la primera perturbacion de la metrica, \i ab . 

h ab = n ab + 2V {a X h) . (A.54) 

donde H. ab es la parte que es invariante de norma y X" es la parte variable. Es decir, ante 
transformaciones de norma <3> = cp^ 1 o ip, 

yU ah - 9 n ab = 0, (A.55a) 
yX a - v X a = £,v (A.55b) 

Este procedimiento de separacion se supone que se conoce y es la condicion de entrada del 
algoritmo. Esta condicion puede parecer muy restrictiva, ya que no existe una manera cano- 
nica de realizar esta descomposicion. En nuestro espacio-tiempo de ejemplo i.e. Universos 



FLRW, esta descomposicion se mostro en A.4.2 a partir de esta primera descomposicion se 



manipulan algebraicamente los elementos para llegar a I A.54| como se mostrara adelante. 
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Al no existir una manera canonica de realizar la descomposicion a primer orden I A. 54) se 
pueden intentar algunas estrategias para lograrla, por ejemplo, si existen algunas simetrfas 
de Killing en el espacio-tiempo de fondo, se puede intentar una descomposicion armonica 
de las variables 17 . 



III. Realice la misma descomposicion en partes variantes e invariantes de norma para pertur- 
baciones de orden superior de la metrica. El articulo [139J mostro que esto se puede hacer 
siempre con algunas manipulaciones algebraicas que resultan de inspeccionar la reglas de 
transformacion de norma a ordenes mayores que el segundo (que se vuelven mas complica- 
das cada vez que aumentamos el orden perturbativo). A segundo orden, por ejemplo, defi- 
nimos la variable basandonos en la forma de la ecuacion I A. 53b) para la eleccion de norma 

(A.56) 



cp£-ab —<p lab 



2£ V X fKb + ZyXgab, 



y para la norma ip, 



tp£ab =i> hb - 2 ^X xj>Kb + £$Xgab- 



(A.57) 



Esta variable se transforma como mostraremos, primero restamos ambas variables, 



ip^ab f £-ab ~ip hb f^ab 



■ 2£^,x <phb + 2£ fX <pKb 

'-'yXgab t'yXgabr 



(A.58) 



luego, usando la linealidad de la derivada de Lie A.8.1 y las reglas de transformacion de 
norma a primer orden I A. 53 1 y ( A. 55b) 



pArt -<p Ab - ~ 2£ fi + £frgab + £ \gab ~ 2£ ,,X + £ J,X gab ~ &X g. 



ab 



% gab + (kl £ V X ~ £ v x£^)gab 
£ (Jlgab 



(A.59) 



donde of = g| + [ft, v X] a . 

Entonces, la transformacion de JL tiene la misma forma que la transformacion de primer or- 



den I A. 53a I. Por lo tanto, como suponemos que existe un procedimiento para descomponer 
un campo tensorial de rango dos que se transforma como | |A.53a) en | |A.54) , podemos des- 
componer al tensor t a \, en un campo tensorial C a j, y un campo vectorial <p Y b de la siguiente 
manera: 

<pAfc =: C-ab + V(„ <pY fc ) (A.60) 
donde £„j se transforma como la parte invariante de norma de £ a j, 



\p£-ab cp £-ab 



o, 



(A.61) 



17 Es importante mencionar que la expansion armonica depende fuertemente no solamente de las simetrfas locales del 
espacio-tiempo de fondo, si no tambien en la topologia global de la subvariedad en la cual los armonicos escalares, vecto- 
riales y tensoriales son definidos 1 139 1. 
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y el campo vectorial Y como la parte variable de norma 

lf Y a - lf Y a = &+[e 1 , 9 X] a . (A.62) 



Usando este campo tensorial y la definicion I A, 53b) , la perturbacion a segundo orden de la 
metrica es posible descomponerla en 



ah 



C ah + 2£ x h ab + (£ Y - 4) g ab , (A.63) 



donde C a i, es la parte invariante de norma y Y a es la parte variante de la perturbacion a 
segundo orden. El caso para ordenes superiores es completamente analogo al mostrado para 
el segundo orden, por ejemplo para tercer orden, el lector puede consultar 1I139L 

IV. Se pueden definir los invariantes de norma a orden n < k de cualquier campo tensorial 
(excluyendo la metrica) usando las perturbaciones de la metrica. Las partes variantes de 
norma de la metrica (X a , Y b a primer y segundo orden) no poseen nada de contenido ffsico, 
mas sin embargo, son importantes para definir las variables invariantes de norma de los 
campos tensoriales. Las partes invariantes de norma Q de un campo tensorial arbitrario Q 
(sin incluir la metrica) estan dadas por (a segundo orden) 

(1)q= WQ-£ x Qo, (A.64a) 
(2)q= (2) q _ 2 £ x (1)q_ j£ y _4j Qo (A .64b) 



Es facil ver que estas variables son invariantes de norma si se usan las ecuaciones I A. 19} , 
flA.55b) y | |A62) . 



En este momento podemos resolver la pregunta acerca de la generalidad de las ecuaciones 
( |A.64) , esta pregunta es valida debido a que nuestras elecciones de norma eran mapeos ex- 
ponenciales, si esto no fuese asf, las ecuaciones afectadas serfan I A. 10} (la serie de Taylor 



del pull-back de Q\), las definiciones de las perturbaciones ( |A.12 1 y las relaciones entre ge 



neradores de los mapeos y los generadores de la transformation de norma I A.20| , pero las 
ecuaciones mas importantes | |A.64) no se ven cambiadas, ya que son consecuencia directa de 
la expansion en serie de Taylor del difeomorfismo que define la transformaciones de norma, 

o A ni3i. 



En lo que resta de la seccion se seguira el esquema siguiente, se presentan los calculos y conceptos 
de manera general en un apartado y luego se aplican en el apartado siguiente al caso de FLRW. 
Entonces, el apartado siguiente tratara sobre la descomposicion de las partes invariantes de norma 
de las perturbaciones de la metrica. 
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Perturbaciones de la metrica invariantes de norma en el Universo FLRW 



En esta seccion procederemos a aplicar el algoritmo recien dado (seccion A. 6.1 1 al espacio-tiempo 



de FLRW presentado en la seccion A.4 Empezando por descomponer la perturbacion lineal de la 
metrica como en [ |A.54) . 

Analizando las transformaciones de norma (AA7\ , y |(A49) pod emos encontrar las varia- 

bles invariantes y variantes de norma a primer orden en la perturbacion de una manera sencilla. 



De la ecuacion ( A. 49) se ve que la parte transversa y sin traza de la perturbacion tensorial, es 



invariante de norma, a la cual llamaremos Xu > donde el superfndice indica que es la variable 
invariante de norma a primer orden, 



r (l) = ,(TT) y (l)_ r (l) (1)1 
Ajj — n ij i Aij Ajj i A 



0, $' = 0, 



(A.65) 



podemos ver que jq- tiene dos componentes y es llamado modo tensorial en el contexto de las 



perturbaciones cosmologicas. Usando ahora [ A. 48a) y [ A, 48b) podemos definir la variable 



2„(1) 



a v 



h 



(V) 



(3? 



2"K 



(A.66) 



Esta variable tambien es invariante de norma y se le conoce como modo vectorial y es libre de 
divergencia, i.e. 

(A.67) 



esta propiedad nos indica que el modo vectorial, v- , tiene dos variables independientes. 

Por ultimo, para obtener los modos escalares, podemos definir la variable X, ? , a partir de las ecuacio- 
nes l |A.47b) y l |A.47d) mediante 



X v = - 1(3, -2M)(a 2 h^) = - U 2 d v h( ST \ 
esta variable transforma de la manera siguiente (i.e. es variante de norma) 



(A.68) 



(A.69) 



Observando a I A.47a) es f acil definir al invariante de norma O, 



2 fl 2 <J>( 1 ) = h m - 2{d >] - JC)X,. 



(A. 70) 



Ademas, de las transformaciones de norma I A. 47c ), I A47d} y de la transformation de X, defini- 
mos al invariante de norma Y, 



-2a 2 Y« = a 2 ( - ^h^) + 2MX n 



(A.71) 
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Tenemos entonces seis componentes invariantes de norma: 2 escalares (<E>W, Y^), 2 vectoriales 
t/j 1 ' y 2 tensoriales Xy- Como la parte perturbada de la metrica h a ^, tiene 10 componentes inde- 
pendientes las cuatro componentes restantes son la parte variable de norma de la metrica. Para 
encontrar sus expresiones, escribamos la descomposicion 3+1 de la metrica en terminos de los 
invariantes de norma { <I>, Y, Vj, Xij } : 



-2a 2 ®W + 2{d„ - J£)X„, 



(A.72a) 
(A.72b) 



hij = -2a 2 Y^Sij + a 2 X f + a 2 hfj ] - 2MX t] S lj + , (72c) 



comparando estas ecuaciones con la descomposicion en terminos de la separation I A. 54) 

fe w = W„+2(3,-5C)X, (A.73a) 
i — Htji + Xi) ,i + — 2 JCX, 



(A. 73b) 
(A.73c) 



de aqui se sigue facilmente que las partes invariantes de norma de la perturbation a primer orden 
de la metrica son 



U m = -2a 2 & l \ n ni = a 2 v (1 l Tiij = -2a 2 W^dij + a 2 X f '. 



(A. 74) 



Igualando las partes variantes de norma de los conjuntos de ecuaciones [ A. 72) y I A. 73 1 obtenemos 
las siguientes ecuaciones que hay que resolver para obtener la parte variable de norma 



2{d v - 'K)X n = 2{d n - M)X V 
X ir] - 2J£X, = a 2 d n hf T) + hf V) 



2X 



2-KSijX 



2KX t] 6 ij + 2a 2 h ( j JJ ) ) 



(A.75a) 
(A. 75b) 

(A.75c) 



De la ecuacion I A. 75a) obtenemos X, ? = X^ + aC^, donde es una funcion escalar que satisface 
d,jC,j = 0. Usando esta solution, | |A,68) en | |A.75b) 



X, - ( r(^ T) + ^f ) )-^« 2 /? +fl2C ''' 



con dCi = 0. La ultima ecuacion I A. 75c I da la siguiente relation de constriction 



(A.76) 



fl 2 9(;Cyj — didjC^a 2 J — — (KjijaC^ = 



177 



(A. 77) 



APENDICE A 



definiendo C,j = aC^ y Q = 3 i C J? a 2 J -j- + a 2 Ci, podemos construir el vector C a = Cfj(t])(dn) a + 
Cj(dx') a , el cual es un vector de Killing en el espacio-tiempo de fondo M.q como se puede verificar 
facilmente. Por lo tanto la parte variante de la perturbacion de la metrica y su relacion con las per- 
turbaciones h^ sv \ h^ ST \ h^ 1 " 1 es unica salvo el grado de libertad proveniente del campo vectorial 
de Killing. Ademas, como la parte variante contribuye a la perturbacion de la metrica mediante 



I A. 54 ), el campo vectorial de Killing C a no contribuye a las perturbaciones de la metrica. Finalmen- 
te, para satisfacer la constriccion | |A. 77\ , tenemos C, ? = 0, 9(jC,-) = 0, con lo que Cj es un vector de 
Killing en y como se menciono antes estos vectores perteneces al kernel de A y quedan fuera 
del dominio de las perturbaciones, entonces Cj = 0. Claro que serfa posible incluir este kernel en 
nuestras discusion al extender el dominio de las perturbaciones, pero esto queda fuera del alcan- 
ce de este artfculo[141 , 143]. Es facil comprobar que la parte variante de la norma X a transforma 
mediante | |A.55b[ |, como era de esperarse. 

Las perturbaciones de la metrica a segundo orden se pueden encontrar siguiendo los mismos 
argumentos y pasos algebraicos que para el orden lineal, pero usando la variable L a \,, definida por 
I A.56) . Repitiendo todos los pasos con esta variable (i.e. descomponiendola en su parte variable e 



invariante de norma, descomponiendola de manera armonica, etc) llegamos a esta expresion para 
la parte invariante de norma de la perturbacion a segundo orden de la metrica I A. 63) , C a b, 



C ab = -2a 2 <S>^(dri) a (dn) b +2a 2 vl 2) (dn) {a (d^% 

/ aw (A.78) 

+ fl 2 (-2Y( 2 )^+^/ ) ) (dx%(dxi) b 



donde 1/(2) y x f> satisfacen las ecuaciones 



v f)t = #i v V) =Qi x f^=0, tf'^O. (A.79) 
Los invariantes de norma <t>^ 2 \ Y^ 2 ' son los modos escalares de la perturbacion a segundo orden, y 

(2) (2) 

i y Mj son ^ os moc los vectoriales y tensoriales a segundo orden respectivamente. 



A.6.2 Invariantes de norma de variables geometricas 



Luego de realizar los primeros tres pasos (encontrar las partes invariantes de norma a primer 
y segundo orden del pull-back de la metrica del universo ffsico) del algoritmo presentado en la 
seccion A. 6.1 el siguiente paso (el cuatro) es encontrar las partes invariantes de norma de las 



cantidad geometricas de interes. 
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Tensor de curvatura 

La definicion del tensor de curvatura R abc d 112151 en el espacio-tiempo flsico (M,g ab ) es 

(V« V b - Vf,V fl ) to c = co d R abc d (A.80) 

donde V fl es la derivada covariante compatible con g ab y cb c es una uno-forma en el espacio flsico 
M. Por otra parte, en el espacio-tiempo de fondo Mo, R abc d esta definido por 

(V fl V b - V b V fl ) co c = cv d R abc d (AM) 

con V fl la derivada compatible con g ab y co c una una-forma en Mo- Introducimos el operador 
<p*V a{<P~^)* e n Mo, que podemos identificar con el pull-back de la derivada V fl en M. Este opera- 
dor depende de la eleccion de norma cp. 

La propiedad de que este operador derivada sea compatible con la metrica esta dada por 

^Va^?- 1 )* ?*gab) =0 (A.82) 

donde cp*g ab es pull-back de la metrica en M.. Dado que el pull-back q>* Vfl(<p -1 )* en M. de la V„ 
en M. es lineal, satisface la regla de Leibnitz, conmuta con la contraccion y es libre de torsion se 
puede consider ar como operador derivada en M.q. 

Aunque es obvio que los pull-backs de las cantidades geometricas del espacio-tiempo M. dependen 
de la eleccion de norma, (e.g. de cp), a partir de este momento obviaremos a cp en las formulas, es 
decir, con el fin de no complicar la notacion expresaremos a <p*V fl (^~ 1 )* simplemente como V fl , 
VR ahc d , como R abc d etc. 

Como el operador V fl se puede considerar como un operador derivada en M.q, existe entonces, un 
campo tensorial C a bc en Mo tal que, 

V„w b = V fl o; fc - C c ab co c , (A.83) 

donde co c es una uno-forma arbitraria en Mo- Usando V a g bc = en M el C a hc en Mq esta dado 
por 

C'ab = \f d i^agdb + ^bg da ~ ^dgab) ■ (A.84) 

Debemos notar que toda la dependencia de la eleccion de norma del operador V fl en Mq esta 
incluida unicamente en C c afj . 

Usando la definicion del tensor de Riemann, { A.80} y la ecuacion I A.83 1, por un lado tenemos, 



Kbc = v fl v fc - V b V fl = V fl (V fc - C d bc ) - V b (V fl - c 



be) 

V a V b - C ab V e - V a C d bc - V b V a + C ba V e - V b C d ac , (A.85) 
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pero aplicando la definicion de V ( A.83) 

V fl C^ c a; d = X7 a C( c (v d - C d ec C e ab u) d - C$ e C e ac u> d , 

obtenemos entonces, 

Kbc d = Rate d ~ 2V [a C d b]c + 2C d e[a Cl ]c . (A.86) 

Asi, hemos obtenido el tensor de curvatura en el espacio-tiempo flsico M., en terminos del tensor 
de curvatura del espacio-tiempo de fondo Mq. 

Para obtener la expresion perturbada de la curvatura R abc d , es necesario calcular las expansiones 
perturbativas de la inversa de la metrica, g" b y C c ab . 



Perturbation de la inversa de la metrica Expandamos en serie de Taylor la inversa de la metrica 

f h = LZo ft ^ fS ab = g" b + AD"" + ^E ah + 0(A 3 ), 
usando g ab gbc = tenemos 



jib i i s-ab i A ( . , , A 



SI = ^ + AC + -E a ») {g bc + Xh bc + -l ab 
= % + A (h a c + C a c ) + ~ (l a c + 2h bc C ab + D») 
de aqui se ve que C ab = —h ab . En el segundo orden 

D a c = -2h bc (-h ab ) - XI = 2h ec h ae - XI 



obteniendo finalmente D ab = 2h ae h b - l ab . 

Entonces, las perturbaciones a primer y segundo orden del inverso de la metrica son 



Sf b = -h ab (A.87a) 
5 (2)g,b = 2h ae h c b _ X ab (A.87b) 



Perturbaciones de C a bc Sustituyendo en I A. 84) las expansiones de la metrica y la metrica inversa 



a segundo orden, Se pueden obtener las expresiones perturbadas deCj^ a primer y segundo orden 



sc c r 



ab 



(A.88a) 
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6&C 



ab 



2h 



cd 



(A.88b) 



Definimos la variable H ab [A] donde A = {h, I}, 



H ab c [A]^X7 {a A b) c --X7 c A ah/ 



(A.89) 



H ab c [A] estara apareciendo repetidamente en los calculos que siguen con varios acomodos de 
Indices, que son definidos como 

H abc [A]=g cd H ab d [A], 
H a bc [A]^ g M H ad c [A], 
H a b c [A}^ gcd H a hd [Aj. 



escritas en estas nuevas variables las ecuaciones I A. 88 1 son 



6C c ttb = H ab c [h], 
5^C c ab = H ab c [l]-2h cd H abd [h\. 

Ahora podemos expandir en serie de Taylor el tensor de Riemann a segundo orden 

A 2 



R nhr d + \^R„ 



R abc — ^abc "1~ A v ' l\ abc 



(2)r 



abc 



Comparando esta ultima ecuacion con [ A. 86) , luego de sustituir [ A.90a l y I A90b), 

SRabc d 

din i Ahde\ 



-2V [a H b]c d [h] 



6WR„ d 



^abc 



-2V [a H i]e '[l] + 4h*°V [a H b]ce [h] +4H c[a °[h}H b]e *[h] 



(A.90a) 
(A.90b) 



(A.91) 

(A.92a) 
(A.92b) 



Para descomponer el tensor de Riemann en sus partes invariante y variante de norma debemos 
escribir primero H^J*] en terminos de variables invariantes de norma, esto sera sencillo ya que 
hemos descompuesto a h ab como [ A, 54) , 



derivando h ab , 



2H abc [h] = [V a h bc + V b h ac - V c h ab ] , 



V a h bc = v a n bc + V a V b X c + V a V c X b 
Vbhc = VbHac + v b v fl x c + v b v c x c 
-^cKb = -v c n ab - v c v fl x fc - v c v b x fl 
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entonces, sumando estas expresiones, 



2H abc [h] = 2v (a n b)c - v c n ab + R ach d X d + R bca d X x + (V fl V fo + V b V fl )X c + v fc v fl x c - v fc v fl x c 



en esta ultima ecuacion hemos sumando y restando Vj V„X C . Ahora sumemos y restemos R cab X d 
2H abc [h] = 2V \aH b ) c - V 'Mab + Racb d Xd + R bca d X x + R abc d X d +2V b X7 a X c + R cab d X d - R cab d X d , 
usando la primera identidad de Bianchi, R a n, c d] = 0, 

\aH-V) 



2H abc [h] = 2X7 {a U b)c - V c U ab + 2V fc V„X c + R acb d X d - R cab d X d . 



recordando las simetrias del tensor de Riemann R acb d = —R cab d , y usando por segunda vez la 
primera identidad de Bianchi, obtenemos finalmente 

HabcWl = V( 8 ?4) c - -V ' cH-ab + V fl V fc X c + R bca X d 
= H-abcOA + V fl V fc X c + R bca d X d 

Derivando esta ultima expresion obtenemos, 

V b H acd [h] = V b H acd [H] + V b V a V c X d + X e X7 b R cda e + R cda e V b X e (A.93) 
y sustituyendola en ( |A,92a) 



SRabcd = -2V[ fl H b ] cd [?^] 

+ (V fc V fl - V fl V fc ) V c X d + X e {V b R cda e - V a R cdb e ) 

+ Rcda 6 Vi,X e - R cdb e V fl X e , 

usando (V H V fc - V b V a )Q cd = R abc e Q ed + R abd e Q ce en esta ultima ecuacion 

SR-abcd = _2 V ' [aHqcdl'H] + ^bac^ eX d 

+ Rbad £ V c X e + X e (V b R cda e — V a R cd b e ) + Rcda e V;,X e ~ R c db ^ aX e 

= -2V[ H H fc ] cd [W] + R bac e V e X d + R bad e V c X e 

+ Rcda ''VfcXe - R cdb e V fl X e + gf e X e (\7 b R cda f — V a R c dbf^j / 

una vez mas aplicamos las simetrias del tensor de Riemann, 

SR-ahcd = _ 2V[ H H fc ] cd [W] - R abc e V e X d 

+ Rabed^cX e + R flec dVfcX e — R ebc dS aX e + X e (V b R cdae - V a R c dbe) 

= -2V [a H b]cd [n] + g hd (R ebc h V a X e + R aec h V b X e + R abe h V c X e - R abc e V e X 
+ X e (X7 b R aecd + VflR ebaJ ), 
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luego, empleando la segunda identidad de Bianchi, V^R^^ = 

Seabed = -2V[ a H b ] cd [%] 

+ ghd (Rebc h V a X e + R aec h V b X e + R abe h V c X e - R abc e V e X h ) 

+ X e (-V a R ebcd - V e R bacd + VaRebcd), 



y utilizando la definicion de la derivada de Lie I A.178d) sobre un campo tensorial de rango (1, 3) 



SRabcd = -2V[ a H fe ] cd ['H] + +g M (£ x R abc h ~ X e V e R abc h ^j + X e V e R abcd , 

llegamos finalmente a la perturbacion lineal del tensor de Riemann escrita en sus partes invarian- 
tes y variantes de norma, 

SR abc d = -2V {a H b]c d [H] +£ x Rabc d . (A.94) 



Para la perturbacion a segundo orden, usamos la variable definida en I A. 56) , y calculamos H ab c [£], 



H ab c [t] = H ab c [/] - £ x (H ab c [h] + H ab C [H}) + 

(H abd [h] + H abd [H] ) £xg cd - (V + n c d ) ( V fl V b X d - R eab d X e ) , (A.95) 



despejando H ab c [l] y sustituyendo en [ A, 92b) , llegamos a 



S {2) Rabc d = -2V [a H b]c d [L]+m [a de [H}H b]ce [H} + 



2H e d (£ x R abc e - SR abc e )+2£ x { SR abc d - U x R abc d ) , (A.96) 



usando las formulas I A. 60) y I A. 92a ), 



6 [2) Kbc d = -2V [a H b]c d [C] +AH [a de [H}H b]ce [H] +4H e d V[aH b] /[H] + 2£^R abc d + (£ y - £*) R abc ' 

(A.97) 

Usando I A.94) y | A.97[ | podemos definir los tensores de curvatura invariantes de norma de la 
siguiente manera 



8R 



abc 



SR 



abc " - £x R abc 



S^R abc d = 6® Ran d - 2£ x 5R abc d -(£ Y - £ 2 X ) R a 



be 



(A.98a) 
(A.98b) 
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Perturbaciones del tensor de Ricci 



Contrayendo los indices b y d en las ecuaciones [ A. 94) y I A. 97) , podemos derivar las formulas 
perturbativas de la curvatura de Ricci, 

5R ab = -2V [a H c]b c [H] + £ x R ab (A.99a) 

3^R ab = -2V [fl H c]6 c [£] +iH [a cd [n]H c]M [H] + 4M d c V [a H b]c d [U] + 2£ x 5R ab + (£y-£|) R ah , 

(A.99b) 

de estas ecuaciones definimos los invariantes de norma del tensor de Ricci: 

5R ab = 5R ab - £ x R ab (A.lOOa) 
6^R ab = 5®Ra - 2£ x 5R ab - (£ Y - £* ) R ab . (A.lOOb) 



Perturbaciones del escalar de Ricci 



El escalar de Ricci en el espacio-tiempo flsico M. esta dado por 



Expandiendo a primer orden ambas cantidades, usando I A. 87a) y I A. 99a) 

S = K + AW* = (> fc - \h ab ) (R ab + A£ x R flb - 2\V [a H c]b C [H] 



Reconociendo terminos a primer orden 

6$. = g ab £ x R ab - h ab R ab - 2V [fl H c] ac [H] 
usando la regla de Leibnitz de la derivada de Lie, 

S5L = £ X (g ab R ab ) - R ab £xg ab ~ h ab R ab - 2V [fl H cl ac [H] 



(A.101) 



(A.102) 



(A.103) 



(A.104) 



calculando la derivada de Lie de la metrica y usando la descomposicion de h ab [ A. 54) , llegamos a 



SOI = £ X X - H ab R ab - 2V [fl H cl ac [H] 



(A.105) 
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Similarmente, usando {A.87a) , {A.87b) , ( |A.99a^ y | |A.99b| llegamos a 

g(2)% = _ 2V[fl H c] flC [£] + R ab (2H ca H b c - C ab ) 

+ AH [a cd [H] H c] a d [H]+ m c b V [a H b] ac [H] 

+ An ab V [a H d] b d [H}+2£ x S5l+ (£y-£|) % (A.106) 

que es la perturbacion a segundo orden del escalar de Ricci. La definicion de los escalares de Ricci 
invariantes de norma es trivial: 

8R = SJi - £ x Jl (A.107a) 



<5 (2) R = 5 {2) jl - 2£ x 5± - Uy - £ 2 X ) 51. 



(A.107b) 



Perturbaciones del tensor de Einstein 

La perturbacion a primer orden el tensor de Einstein es 

SG ab = -2V [a H d]b d [H] + g ab V [c H d] cd [H] - \u ah Tl + \g ab ^cdH cd + £xG ab (A.108) 
y a segundo orden 

S^G ab = -2V [fl H # c [£] +4H[ d lU}H c]M [>H} +4£ C %H # C [V] 

- \g a i ( - 2v [c H d] cd [c\ + R de (m c d n ec - c de ) 
+ 2H ab v [c H d] cd [n]+n ab R cd n cd - \n ab ii 

+ 2£ x 5G ab + (£ Y - 4) G ab . (A.109) 

Es conveniente usar a G a b = g bc G ac , en lugar de G ab . Entonces levantamos el rndice en las ecuacio- 
nes < |A.108) y ( |A.109) con ayuda de ( |AT87) : 



SG a b = Sg a b [H] + £ x G a \ (A.UOa) 
S^Ga b = Sg a b [C] + S^g a b [n,H] + 2£ x 6G a b + (£ Y - £ 2 X ) G a b , (A.llOb) 
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donde se introdujeron las variables 

8G[A] a h = W Z a b [A] - \d h a Wt, c c [A], (A.lll) 

S^G[A} a b =W £/[A,B] - ^ fl fe (2) L c [A/B]/ (A . 112) 

MZa b [A] = -2V [fl H d] M [A] -A cfe K flC + i (2V [t ,H rf] ed [A]+R erf A ed ) / (A.113) 

( 2 )S/[A, B] = 2R fld B c ("A rf ) c + 2H [fl *[A]H rf] 6 e [B] + 2H [a de [B]H d] b e [A] 

+ 2A/V [a H d] be [B] +2B/V [fl H d] + 2A c %H d] crf [B] + 2B c b V [a H d] cd [A}. (A.114) 

donde ^[A] fl b ,5( 2 )^[A] fl son las partes invariantes de norma del tensor de Einstein a primer y 
segundo orden, respectivamente. 



Perturbaciones de la divergencia de un tensor (1, 1) 



Debido a la importancia de la identidad de Bianchi V Gj a = 0, en esta seccion la perturbacion a 
primer y segundo orden de la divergencia de un tensor (1,1) se calculara para un campo tensorial 
arbitrario T a b . Luego de obtener las expresiones generates se mostrara que las identidades de 
Bianchi se cumplen orden a orden. 

La divergencia de T a b se define como 



(A.115) 



Expandiendo en una serie de Taylor esta ultima ecuacion, 

A k 



6 {k) (V a T b a ) 



(A.116) 



A orden lineal encontramos 



S(V a T b a ) = V a T b a + (H ca a [U] + V c V a X a )T b c - {H bac [U] + V b V a X c + R abc e X e )T a , (A.117) 



Expandimos ahora a el campo tensorial T a b usando [ A. 10) . Siguiendo las definiciones I A. 64) , defi- 
nimos las perturbaciones invariantes de norma, T b " , como sigue 



o lb = oi b - txh / 

s (2) Tb a = 3 (2)f b a _ ^ ^ « _ ( £y _ £ 2 ) Tfc « # 



(A.118) 
(A.119) 
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luego, usando I A. 118) y la formula del apendice | |A.179d \, obtenemos la division de la parte inva- 
riante de norma de la divergencia de un tensor (1,1): 



5{V a % a ) = V a 8T b 11 + (H ca a [H] + V c V a X a )T b c - {H ha c [U]T c 8 + £ x V a T b a ) 



(A.120) 



Podemos verificar la validez de la identidad de Bianchi del tensor de Einstein a orden lineal per- 
turbativo usando la ecuacion I A.120 1 con T b a — »■ G b ": 



3{V a G b a ) = V a Sg b a + (H ca a [H] + V c V a X")G b c - {H ba c [H]G c a + £ x V fl G & ") , (A.121) 
necesitamos la derivada de la parte invariante del tensor de Einstein < |A.lll I 

V a SG b a = -H ca a [H]G b c + H ba c [H]G c a (A.122) 

y sustituyendola en ( A.121) obtenemos la divergencia del tensor de Einstein a primer orden 

5{V a G b a ) =£ x V a G b a , (A.123) 

pero VflGfc a — en un espacio-tiempo arbitrario, entonces a primer orden SV a G b " = 0. 

La perturbacion a segundo orden de la divergencia del tensor f b a se obtiene de manera similar 
que la divergencia a orden lineal, 

<5 (2) (V„f b «) = V a S^T b a - (2H cad [H]U da -H C /[£])V + (2H bttd [H]H dc - H ba c [£))T c <> 

- 2H ba c [H]ST c a + 2H ca a [U]5T b c + 2£ x (V a T b a ) + (£ Y - £ 2 x )(V a T b (A.124) 



Con esta expresion comprobaremos la identidad de Bianchi a segundo orden del tensor perturba- 
do de Einstein 

5^(V a G b a ) = V fl {8g b "[C\ + 5Wg b "[H,H]) - (2H cad [H]U da -H ca a [L\) G b c + 
{2H bad [H]U dc -H ba c [L}) G c a -2H ba c [H]5g c «[H]+ 

2H ca a [H]dg b c [H] + 2£ x (V a G b a ) + (£ Y - £ 2 x )(V a G b a ). (A.125) 



Usando la ecuacion [ A.122) con el reemplazo H — >■ £ y calculando la divergencia del invariante 
de norma a segundo orden 

V a 8^g b a \U,U\ = -2H ca a {H]8g b c {H]+2H btt e [H]8g e a [H] - 2H bad [H]H dc G c a - 2H cad [H]'H ad G b c , 

(A.126) 

observamos que la identidad de Bianchi se cumple a segundo orden tambien ya que V a G b " = y 
V fl G b fl = 0. 



187 



APENDICE A 



Ecuaciones de Einstein perturbadas invariantes de norma 

Por ultimo escribiremos las ecuaciones de Einstein perturbadas 5^G a b = 8nG S^T a h . Usando las 
definiciones I A. 118} y I A. 119) se puede mostrar que las ecuaciones de Einstein se pueden expresar 



orden por orden .en terminos de variables invariantes de norma unicamente, 

Sg a b [n]=8TzGST a b , (A.127a) 
SG a b [C] +8 { ^g a h [H,Ti\ =SnG8^T a h . (A.127b) 



A.6.3 Ecuaciones de Einstein invariantes de norma en el Universo FLRW 



En esta seccion aplicaremos las formulas recien deducidas al espacio-tiempo de ejemplo A. 4 



Tensor de energia-momento de un campo escalar. El tensor de energia momento de un campo es- 
calar esta dado por la formula | |A.30) , para obtener la ecuacion perturbada debemos expandir al 
campo escalar en series de Taylor 

q> = (p + X5cp+ ^A 2 S^cp + 0(\ 3 ), (A.128) 

donde q> = <p{n) es una funcion homogenea en un universo homogeneo e isotropico. El tensor de 
energia momento tambien debe de ser descompuesto en la variadad de fondo 

t a b = T b + X5T tt b + l -X 2 5^T a b + 0{\ 3 ), (A.129) 

donde ST a b es lineal en Sep y h a f, y b incluye las perturbaciones de segundo orden S^cp, l a j, 
y los productos cuadraticos de Sep y h a j,. Sustituyendo ( |A,128) en | |A.129| y preservando solo los 
terminos hasta orden cuadratico, 

ST a b = V a cpV b 6(p - V a q>h bc V c (p + V a 5(pV h (p 

1 u ( a dV\ (A.130a) 

- ( V c ?V c <ty - X7 c cph dc X7 d cp + X7 c 5cpX7 c cp + 26<p—\ , 
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S {2) T a b = V a q>V b S^q>- 2V a cph bc V c S C p + V a f [2h bd h d c - l bc ) V c cp 
+ 2V a ScpV h 5(p - 2V a S(ph hc V c (p + VaS^ cpg bc V c (p 

- \s a b (v c cpV c S^cp- 2X7 c cph dc X7 d 5cp + X7 c cp (lh d % c - l dc ) V d <p (A ^ 
+ 2V c S(pV c Scp - 2V c 6q>h dc V d q> + V c S^(pV c cp 



Siguiendo I A. 64) , se puede descomponer las perturbaciones del campo en su parte invariante y 



variable de norma: 

Sep =: cp^ + £ x q>, (A.131) 
S^cp =: tpW + 2£ x S(p + (£ Y - £ 2 x )<p, (A.132) 

donde <p^' y cp^ son las partes invariantes de norma a primer y segundo orden respectivamente. 

Sustituyendo estas ecuaciones en las perturbaciones del tensor de energia-momento ( A.130) , y 
usando las descomposiciones de la metrica < |A.54) y ( |A,63) , llegamos a 



ST a b = V fl( pVV (1) - V a (pH hc V c (p + VaV {1) V b cp+ 

- \s a h (v c <pW (1) - V c q>n dc V d cp + V c ^V c q> + 2 V ^ d ^j , ^'''^ 



6®T a h = V fl <pV V (2) - 2V a cpH bc X7 c <pV + 2V a(p H M H dc X7 c cp - V«^ M £ dc V c ( P 
+ 2V fl <p«vV 1) - 2V a <pW VV (1) - 2V aV ^H bc V c( p + V a ¥> {2) V> 



- (V c <pVV 2) - 2V c cp-H dc V d ^ + 2V c cpH de HecV d (p - V c cp£ dc V d q> 



+ 2V C ^) VV (1) - 2V c v {1) U dc V d( p + V c ^ 2 ) V> + 2<p® |^ + 2( v t 1 )) 2 ^ ) . (A.133b) 

acp acp^ • 



Entonces, las componentes del tensor de energia-momento invariantes de norma del campo escalar 
a primer orden son: 

«V = ~ (^V^9~^K^f) 2 + ^<P W ) t (A.134a) 

STi"! = -\diip^d n (p, (A.134b) 
ST,, 1 = ^d n <p + (dr,?y , (A.134c) 
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y a segundo orden, 



(a^(D) 2 + a l¥3 (i)3V {1) +«V 2) ^+« 2 (v (1) ) 



2 aV 

dcp 1 



s^t^ = -^8 lt p( 2 )3, ? <p + 2a^(i)a^(i) -43 ; V 1) * (1) a I7 <py 



(A.134d) 



(A.135a) 



(A.135b) 



(A.135c) 



+ \6ii(d v <pd n <pW -43,?*Wa,pW +4(a, 7 «p) 2 (cd(i)) 2 - (a^) 2 ci>(2) 



,3V 



3 2 v 



(3, /V (i)) Z - ^W^W - aV 2 )^ - ^(^(D) 2 - 2 



(A.135d) 



Ecuaciones de Einstein a primer orden 



Antes de poder escribir las componentes de la ecuacion ( ATTTTJ a primer orden debemos expresar 



las componentes de H ah c dadas por la expresion (A.89l: 



H„9[W]=3,<E>W (A.136) 

Hi fj n [U\ = + W.v\ X) (A.137) 

H i} = - (2M (Y« + <£«) + 3„Y«) 5ij - dp® + ^ (3, + 23C) ^ (A.138) 

Hjj , 1 [W] = 3 ! '<J>« + (d,, + JC) 1/ (1) (A.139) 

H;, = -3^(1)^- 1 + 1 (a,V (D - «) + \d,, Xj 1 (1) (A.140) 

H jk l [H] = 9^% - 2^ /c 3 ;) y( 1 ) - KfyV W + 3^ ' (i) _ M (A.141) 
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Usando estas ecuaciones y la ecuacion I A.lll) , las componentes del tensor de Einstein invariante 
de norma a primer orden seran 

{1) G,, V [H] = -^{(-6J£9 v +2A)Y( 1 )-6!K 2 cl>( 1 )} / (A.142a) 

{1) Qi n [H] = ~ {ld n d^ + TKdM^ - ^Av ; (1) j , (A.142b) 
= ^ |23,3 i TW + 25Ca , 'cD( 1 ) + l(-A+4J£ 2 -43, / 5<;)v , ( 1 )| / (A.142c) 



(1) <V[H] = \ 



(-A + 23 2 + 4J£3, ? )Y (1) + (2JC3 7 + 43, 7 JC + 2IK 2 + A)*' 1 ) j<V 



(A.142d) 



A continuacion escribimos las componentes de las ecuaciones de Einstein linearizadas I A.127a| de 
FLRW lleno con un campo escalar (con perturbaciones lineales dadas por ( A.134] l), la componente 

v-v 

(-3IH3, + A)Y« - SIK 2 ^ 1 ) = 4ttG (a^ 1 ^ _ (3^)2 + « 2 ^V 1} ) , (A.143) 



las componentes i — t] y tj — i son iguales en virtud de I A. 33 1 



1 

a^YW + M3i*W - -AvJ X) = 4/r Ga,^ 1 ^, 



(A.144) 



y por ultimo la componente espacial-espacial es 



3,9/ (V 1 ' + {(-A + 23 2 + 4JC3, ? )yW + (2j(3, + 43,5C + 2IK 2 + A)^ 1 ) } V 



^3 I? j fl 2 (^ W +9/vf ) j | + \{d 2 +2TO, - A)**' 



(i) 



= %7tG8ii ^ip^d^cp-^id^cp) 2 -a 2 — <pWj . (A.145) 
Podemos descomponer estas ecuaciones en sus modos escalares, vectoriales y tensoriales, siguien- 



do los mismos pasos que en la seccion A.4.2 Los modos escalares son 



-35Q,+ A)YW =4ttG (fyyWfyp - (3, ? <p) 2 + fl2 ^V (1) ) , (A.146) 
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(A.147) 



-A + 23* +AKd„) x ¥^ + {TKd,, + 43„ + TK 2 + A)^ 1 ' 



= 8/r G [d v <pMd n tp-&W(d v q>) 2 - fl2 ^V (1) ) / (A.148) 



d^' (V 1 



) _ d>(i) 



0, 



de esta ultima ecuacion vemos que 



(A.149) 



(A.150) 



Usando las ecuaciones de Einstein de fondo, integrando con las apropiadas condiciones de fronte- 
ra y usando repetidamente | |A.32 l y I A33) llegamos a 



(A - 3Wd,, - d v K - 2K 2 )<i>W =AnG {d^dcp + a 2 ^^ 1 ^ , (A.151) 
d,,®W + = 4nG<p^d,,cp, (A.152) 

2 dV ~aA (A.153) 



(a 2 +35ca I? + a^jc + 2iK 2 )o( 1 ) =4ttg (a,«p( 1 )3,(p-fl-- r - v 

\ dip 

es importante notar que solo dos de estas ecuaciones son independientes. Para los modos vecto- 
riales tenemos 



Av l W = 
= 0, 



(A.154) 
(A.155) 



de donde podemos deducir que el campo escalar no produce perturbaciones vectoriales si la condi- 
tion inicial no los incluye y finalmente, para los modos tensoriales 



(d 2 + TKdrj - A)Xij ^ = 0. 



(A.156) 



Tomando las ecuaciones I A.151 1 y ( A.153) podemos eliminar el termino potencial del campo esca- 
lar 

(3 2 + A)<E>M = STtGd n <p^dr,(p, (A.157) 
y si usamos I A.152) para eliminar d^ip^ de esta ecuacion llegamos a 



dl +2 5C- 



^) dv -A + lL^-^))^=0, 



(A.158) 



ecuacion que es conocida como la ecuacion maestra para la perturbation del modo escalar de las 
perturbaciones cosmologicas en un universo lleno con un unico campo escalar. 
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Ecuaciones de Einstein a segundo orden 



Para derivar las ecuaciones invariantes de norma de Einstein a segundo orden, | |A.127b) , es ne- 
cesario contar con C ab , (OS) , y luego calcular H ab c [£], (AM\ , 8Q a h [£\, flA.lll) , S®g a b ['H,'U], 
| A.127b) , y por ultimo S^T a b , I AJ35}. Todos estos calculos algebraicos son largos y tediosos, por 
eso, se creo una hoja de calculo de Maple que se puede descargar en la direccion URL dada en el 



apendice A. 11 



En el caso cosmologico regularmente se supone que las condiciones iniciales de las perturbaciones 
vectoriales y tensoriales a primer orden son cero, i.e. 



A (1) 



0, 



(A.159) 



esto se puede justificar recordando (cf . |A.154| que a primer orden no hay generacion de perturba- 
ciones vectoriales, ademas, las perturbaciones vectoriales estan suprimidas por un factor de a~ 2 
(segunda ecuacion [ A.154) ). Para justificar el desprecio del modo tensorial a primer orden usa- 
remos el hecho que las observaciones del CMB indican que la relacion escalar-tensor es mucho 
menor que la unidad. Esto simplificara mucho nuestras expresiones. Si se quisieran las expresio- 
nes completas (i.e. sin despreciar a primer orden los modos vectoriales y tensoriales), la hoja de 
calculo de Maple del apendice |A.11[ se puede modificar facilmente para obtenerlas. 

Las expresiones para H ab [£} y 8Q a b [£] se obtienen de ( |A.136[ ) y de ( |A,142) con los siguientes 
reemplazos: 

d>(l) d,(2) 



T (2) ,,<(1)_> V < (2^ 



r ..(l) v r ..(2) 
At] 7 AiJ i 



entonces tenemos para 8Q a b [£] 

Sg n 1 [£] = -\ { (-6J£8, ? + 2A)yP) - 6M 2 <t>W } , 



SGii[C] 



(A.160) 

(A.161a) 
(A.161b) 
(A.161c) 



| (—A + 2d 2 , + 4IK3, 7 )T< 2 ) + + 48, JC + 2"K 2 + A)$( 2 ) } S t ' 

^ajo 2 ^® + 3^) } + \&, +wd n - A) Xi n 2 ) 



2a 



(A.161d) 
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Las componentes del tensor invariante de norma S^Q a b \H, H] son 

6®g v ' = - J? {sBk&W&QW + 3(3,*W) 2 + 8$^AoW + 12M 2 (*W) 2 } , (A.162a) 

tfWft 17 = 4 (4J£0 (1) a,0 (1) - fyfcW^fcW) , (A.162b) 

^ (2) ^'/ ' = 4 (^* (1) 3'* (1) + ^Wa^'oW) , (A.162c) 



Ud^^dV) + 4*Wa<>W + ^$W) 2 + 8rKOW3 7 oW +4(23, / 5<; + !K 2 )(cD( 1 )) 



(A.162d) 



donde se uso YW = *W. Con las ecuaciones |A33} y ( |A. 152^ las ecuaciones de Einstein 8Q^ ' [C] + 
6®Gn '[ft, ft] = 8nG 8®%, 1 y SG t 'I [£] + 1[H,H] = 8/rG S^T^ se reducen a la ecuacion 



23^3,t( 2 ) + IKd^ - ^ Av* ^ - 8n Gd^d^cp = T u (A.163) 

donde 

T,- = -4d n ®WdfrW +8J£<D( 1 )3 / d>( 1 ) -8^d n d^ + \6nGdnp { ^d r] ip {1 \ (A.164) 



De la misma manera usando ggg y (A.157) pero ahora con '/ [£] + <*( 2 ) g v 1 [U, ft] = 8/rG ^( 2 )^ 
obtenemos 

(-3M9, + A)y( 2 ' + (-3,JC - 2J£ 2 )cD( 2 ) - 4/r G f 3,?3, v (2) + «V 2) = r 0/ (A.165) 
donde Tq es 

r = -2o( 1 )3 2 ci)( 1 ) -3(a, / 4>w) 2 -33it4> (1) a fc 4> (1) -iooWaoW -4(3 7 m + 2^ 2 ) (of 1 )) 2 

+ 47rG((3, / ^ 1 )) 2 + 3^ 1 )3V 1) +« 2 (¥' (1) ) 2 0). (A.166) 
Por ultimo con I A. 33 1 y I A. 157} pero ahora con eamos a 



3/3 y - (V 2 ) - *( 2 )) + I (- A + 23 2 + A"Kd v )^W + (25C3, + 23,1k + 4J£ 2 + A)o( 2 ) 



4,3, (« 2 3 (; v ;) < 2 )) + i(3 2 + 21K3, - A)^- ( 2 ) - 8/r G (3,3,^ - «V 2) f^) ^ = I> 



(A.167) 
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donde 



+ 2d>( 1 )Ad>( 1 )+4(a i? J£ + 2^ 2 ) (d>( 1 )) 2 + 47iG ((3„ V «) 2 - - aV^S) W 



Tomando la divergencia de I A. 163) obtenemos su parte escalar 
restandole esta ecuacion a I A. 163) obtenemos su parte vectorial 

=2A- X {^A-^rk-r,-}. 



(A.168) 



(A.169) 



(A.170) 



Podemos dividir la ecuacion [ A. 167) en la parte de traza (escalar), sin traza (escalar), vectorial y 
tensorial como sigue. Tomando la traza de ( A. 167) llegamos a 



,3V 



4;tG ( dyCpdytpW - a z <pW ~- ) - ;iV\ (A. 171) 



donde T k = S^Ttf. La parte sin traza de I A. 167 1 es 



con T, i = 5 iTfc. La parte vectorial de I A. 167) 

3,(fl 2 v} 2) ) = 2A2A- 1 {djA-^^rjt' - d k Ti k \ . 



(A.172) 



(A.173) 



Notese de las ecuaciones I A. 173 1, I A.170 1 que aun estableciendo como las condiciones iniciales 
para las perturbaciones vectoriales iguales a cero, estas se generaran debido a las perturbaciones 
escalares a primer orden. 

Finalmente, obtenemos la parte tensorial 



3 (did] - ^jA) A" 1 (A-WdiT k l - |r fc *) 

+ 4{a (( A- 1 3 / . ) A- 1 aV;"-3(/A- 1 8 t r / . )/c }. (A.174) 
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Es posible llegar a una ecuacidn maestra para el modo escalar de perturbacion cosmologica de se- 
gundo orden para un universo lleno con un unico campo escalar. Para lograrlo empezamos com- 
binando I A.165) con I A.171) , obteniendo 



d 2 - Kd v + | TP) + (oidr, + _ SnCdtjcpd^W = r + ^T k k , (A.175) 



y 

f-a* -5?ca, + |a) t( 2 » - f:»,:K + jo, +ak 2 + ^a^ <t>w -snGa 2 ^ 2 ^ = r - ^r, c ,c . 

(A.176) 

Manipulando l jA.169) , l |A.171) , | |A.172) , ( |A.175) y (A. 176) , se puede llegar a la ecuacidn maestra a 
segundo orden: 



3; 



^- A+2 ( 3 ^-S !K ) h (2) 



-r -ir jt fc + A- 1 3 i 3 / r/ y + K 



3 
2 



(A.177) 



El sistema final de 10 ecuaciones para la perturbacion de segundo orden cosmologica para un 
Universo FLRW con campo escalar esta compuesto por ( |A.169) , ( [A.170) , (A. 172) , (A.173) , (A.174) , 
( A.176) y I A.177) . Se puede observar en este conjunto de ecuaciones que a pesar de que a primer 
orden las diferentes ecuaciones para los modos escalares, vectoriales y tensoriales no estan aco- 
plados, se acoplaran a segundo orden; ademas, a pesar de hacer las perturbaciones vectoriales y 
tensoriales a primer orden iguales a cero, el acople entre diferentes generara estas perturbaciones. 



A.7 Conclusiones 



En este apendice se discutieron las dificultades que aparecen en el analisis perturbativo de Rela- 
tividad General. En la discusion se identified la ralz de este problema: el principio de covariancia 
general. Debido al principio de covariancia, es posible perturbar los ejes coordenados sin perturbar 
las variables fisicas, y esta "perturbacion coordenada" nublara los efectos flsicos que se estan bus- 
cando. Por lo tanto, un buen metodo perturbativo en Relatividad General elimina completamente 
estos grados de libertad espurios. 

Una vez identificado el problema se presento un lenguaje geometrico que permite plantear de 
una manera correcta el analisis perturbativo. Se mostraron tres metodos diferentes para eliminar 
los grados de libertad ficticios de la teoria perturbativa de Relatividad General: (a) eligiendo o 
fijando una norma, (b) el formalismo 1+3 covariante-invariante y (c) el formalismo invariante de 
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norma. De los tres enfoques mostrados, se desarrollo en detalle el formalismo invariante de norma 
1113911142111441 . Se eligio desarrollar este formalismo por ser el mas general de los tres ya que puede 
aplicar en espacios-tiempos generates y a teorias covariantes sin restringirse a Relatividad General 
si se cuenta con un procedimiento para extraer la parte invariante de la perturbacion de la metrica 
a primer orden. Ademas, el formalismo invariante de norma cuenta con un algoritmo para generar 
perturbaciones invariantes de norma a cualquier orden superior al primero. Este formalismo fue 
aplicado como ejemplo al espacio-tiempo de Friedmann-Lemaitre-Roberston- Walker (FLRW) con 
un campo escalar. 

Se incluye una hoja de calculo en Maple para calcular las ECE invariantes de norma a primer y 
segundo orden para la metrica de FLRW usando el formalismo invariante de norma. Debido a 
la generalidad del formalismo invariante de norma, con pequenas modificaciones se espera que 
pueda generar ecuaciones invariantes en otras metricas, suponiendo claro, que se tiene la descom- 
posicion de la perturbacion de orden lineal de la metrica de fondo. 

A.8 Formulas utiles 
A.8.1 Derivada de Lie 

£ t+ll W a =£ t w a +£ u w a . 

[v,w] W = ~ L v W ■ 

£ v + w u — ^£ v ~\~ 2£v£w ~\~ £ w } u . 
£xT a bc d = X e V e T abc d + X7 a X e T ebc d + V],X e T aec d + V c X e T a f, e d - V e X d T fl ^ c 

A.8.2 Conmutacion entre la derivada covariente y la derivada de Lie 

V a £xh = £xV fl f fc + X c R acb d t A + t c V a V b X c . (A.179a) 
V a £ x t bc = £ x V a t bc + X d R adb e t ec + X d R aAc H be + t dc V a V b X d + t M V a V c X d . (A.179b) 
V a £ x t b c = £ x V a t b c + X d R adb H e c - X d R ade c t b e + t d c V a V b X d - t b d V a V d X c . (A.179c) 

^a£xhcd = £x^ahcd + x e R aeb hf cd + X e R aec h b f d + X e R aed h bc j 

+ t ecd W a W b X e + t bed W a W c X e + t bce V a V d X e . (A.179d) 
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V a £xtbc d ~ £x^ahc d + X e R aeb ftf c d + X e R aec h b f d - X e R ae f h hc f 

+ t ec d V fl X7 b X e + t be d X7 a X7 c X e + t bc e V a V e X d . (A.179e) 



A.9 Series de Taylor de Campos Tensoriales 

Esta apendice y el siguiente estdn basados en el trabajo de Marco Bruni et al. 1341 

Para funciones en R'", una expansion en series de Taylor es esencialmente una manera conveniente 
de expresar el valor de la funcion en un punto dado en terminos de su valor y el valor de todas sus 
derivadas en otro punto. Por supuesto esta definicion, tomada al pie de la letra, es imposible de 
llevar a cabo para un campo tensorial T en una variedad M., simplemente por que l~(p) y T((j) en 
p, q G A4, con p 7^ q pertenecen a diferentes espacios y no pueden ser comparados directamente. 

Una expansion de Taylor, por lo tanto, solo puede ser escrita si se es dado un mapeo entre dos 
campos tensoriales en diferentes puntos de M.. El mapeo (px '■ M. — >■ M. es en general una familia 
uniparametrica de difeomorfismos generados por el campo vectorial v a . Un caso especial se da 
cuando el mapeo es un grupo uniparametrico de difeomorfismos. En este apendice consideremos 
la expansion de Taylor del pull-back de un tensor debido a un grupo uniparametrico de difeomor- 
fismos, como podria ser por ejemplo el mapeo exponencial. En el siguiente apendice se tratara el 
caso mas general de una familia uniparametrica. 

Sea M una variedad diferenciable y sea £ un campo vectorial en A4, que genera un flujo if:Rx 
M. — >■ M. donde cp(0, p) — p,Np 6 M.. Para cualquier A £ R escribiremos (p\{p) = <p{K p) Vp G 
A4. Sea T un campo vectorial en Al. El mapeo (p\ define un nuevo campo (p*^T llamado pull-back 
de T, que es funcion de A. Entonces en |34] se demuestra que 

Lema A.9.1. El campo <pVT admite la expansion alrededor de A = 

<PlT = Elo^4T. (A.180) 



A.10 Difeomorfismos de caballo 

Supongase £7^ y £7 2 ) en Cada uno de ellos generan los flujos <£>W y ^( 2 ). Al combinarlos 
podemos formar la familia uniparametrica de difeomorfismos Y : R X M — > M, cuya accion esta 
dada mediante 

T A = ^? /2 o^ (A.181) 

Es decir, desplaza un punto en A4 un intervalo A a lo largo de las curva integral ^(1) y un 
intervalo A 2 / 2 a lo largo de la curva integral ^ 2 )- P° r su similitud con el movimiento de la pieza 
de ajedrez se le llama difeomorfismo de caballo. 
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Esta definicion se puede generalizar a n campos vectoriales g^y £( n ) en -M., con flujos (p^\ cp( n \ 
de la siguiente manera 

A los campos vectoriales se les denominan como los generadores de Y. 

Una cosa muy importante de notar es que o 7^ Y^+a, ya que los generadores no forman un 



grupo. Esto impide que podamos aplicar el lema A. 9.1 i.e. no podemos expandir el pull-back Y^T 



del tensor Ai definido T . Pero como veremos en el siguiente lema, el resultado A.9.1| puede ser 
generalizado. 

Lema A.10.1. El pull-back Y*jT del campo tensorial T de lafamilia uniparametrica de difeomorfismos de 
caballo Y con generadores ...,£(„) se puede expandir alrededor de A = como 

w l T = E/ 1= o E; 2 =o ■ ■ ■ E/ t =o ■ ■ ■ 2h...{k\)h...l 1 \l 2 \..-l k \ ■■■%)%) ' ' ' £ i) " ' T - (A ' 183) 

Los difeomorfismos de caballo parecen ser ejemplos muy artificiales y de poca utilidad, pero como 
mostraremos en el siguiente teorema, cualquier familia uniparametrica de difeomorfismos, puede 
siempre ser transformada o considerada como una familia uniparametrica de difeomorfismos de 
caballo, de rango infinito en el caso general. 

Teorema A.10.2. Sea Y : ]R x A4 — > M. una familia de difeomorfismos. Entonces 3 <^W, . . . (p^\ . . ., 
grupos uniparametricos de difeomorfismos en M., tales que 

Y A = ---o^ 2 ) A! o...o^) /2 o^). 
La demostracion de este teorema se encuentra en [34]. 



A.ll Codigo 



El codigo que acompana a este artfculo ayuda a recuperar todos las expresiones presentadas 
en el caso de FLRW. Se proveen dos versiones ambas basadas en el lenguaje Maple, una es di- 
recta, i.e. sin utilizar ninguna paqueterfa extra y la segunda utilizando el paquete GRTensor II 
|1 [. El codigo en ambas versiones se pueden encontrar en http : / /nano . dialetheia . net/ 
|investigacion/ codigo /perturbaciones[ 
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EQUIVALENCIA DE ECUACIONES 



Observando la literatura relacionada con perturbaciones cosmologicas nos topamos con diferentes 
sistemas de ecuaciones que estan relacionados con la eleccion de una norma. Estas ecuaciones 
pueden llegar a parecer muy diferentes y es posible preguntarse si son equivalentes. 

En este apendice en particular compararemos las ecuaciones (clasicas) a primer orden, obtenidas 
en la norma newtoniana conforme o longitudinal y las ecuaciones invariantes de norma. Luego de 
mostrar su equivalencia compararemos su cuantizacion con la establecida por Mukhanov. 



B.l Introduction 



Un universo homogeneo e isotropico (piano) es descrito por un elemento de lmea de Robertson- 
Walker 

ds 2 = a 2 (t]) (-dtj 2 + df 2 ) (B.l) 

donde a(rj) es el factor de expansion, y rj es el tiempo conforme, relacionado con el tiempo cosmico 
mediante drj = dt/a(tj). 

Este universo esta lleno con un campo escalar, <p{rj), este campo si cumple con que p ~ —p, i.e. 
que tenga presion negativa, provocara una etapa inflacionaria del universo. 

Las ecuaciones a orden cero, conocidas como ecuaciones de Friedman-Lemaitre, son: 

2 _ 8nG 2 8nG 2 f 1 12 



W = ^ a P = 3~ fl (^2<P Z + V(9)) (B-2a) 



I'K' + "K 2 = -8nGa 2 p = -AnGa 2 ( ^ 2 - V(<p) ) (B.2b) 



De estas dos ecuaciones solo una es no trivial, |B.2al. En las secciones siguientes sera de utilidad 
esta expresion 

"K 2 - JC' =4nG(p' 2 (B.3) 
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B.l.l Elemento de lfnea de FLRW perturbado 



La metrica de FLRW puede ser expandida a primer orden para representar un urriverso perturbado 
ligeramente del estado homogeneo e isotropico: 

gab=gri + h ab (B.4) 

Es una propiedad del universo FLRW que a primer orden se pueda encontrar una descomposicion 
tal que las perturbaciones escalares, vectoriales y tensoriales se desacoplen 1 



A.4.2 



A qui solo consider aremos unicamente las perturbaciones escalares. De esta manera la metrica per- 
turbada escalarmente es 2 : 



ds 2 = a(y]f \ - (1 + A)dyj 2 + 2d i Bdx i drj + 



1 



1 + C- -AEjSij + didjE 



dx'dx 1 



(B.5) 



En este reporte utilizaremos solo una norma: La Newtoniana Conforme o longitudinal, que es 
caracterizada por la siguiente eleccion: 



A — 2<p, B = 0, C = -2xp, E = 0, 
entonces la metrica en la norma de newton conforme es 

ds 2 = a(f]) 2 +2(p)drj 2 + (1 - 2ip)5 ij dx i dx'} . 



(B.6) 



(B.7) 



Las variables escalares perturbadas invariantes de norma son definidas mediante combinaciones 
lineales de las perturbaciones A, B, C, E: 



* = - A - (B - E'Y + K(B - E r ) 



Y = ~ (c-^AE^j -JC(B-E') 
8<p = S<p+(B-E')<p'. 



(B.8a) 

(B.8b) 
(B.8c) 



1 Hay que recordar que estamos usando la terminologia estandar y que perturbaciones escalares, vectoriales y tensoria- 
les se refieren a sus propiedades de transformacion ante rotaciones en el espacio de fondo. 

2 En el apendicefAlse acompana con un factor extra de a(t]) 2 a la variable perturbada E, que es necesaria para simplificar 
las expresiones vectoriales y tensoriales, que no son consideradas en este reporte, de ahi su omision 
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B.2 Ecuaciones en la Norma Newtoniana Conforme 

El sistema de ecuaciones de Einstein obtenidas en la norma conforme de Newton, 111701 e.g], son 

Aip - 3JC!// = AtzG (q>'5q>' + 2a 2 <pV(q>) + a%V (q>)Scpj (B.9a) 

didytp + "KdiCp = An Gcp'dfScp (B.9b) 

(A - didj) {<p-ip)+ 2ip" + 2 (23C + Jt 2 ) (1/7 + <p) + 2K(xp' + = 

8tt G (-(pep' 2 + <p'6<p' -ip(cp' 2 -a 2 V{cp)) - l -a 2 d v V{cp)5(p] (B.9c) 



De | B.9d) observamos que ip = cp. Usando este resultado [ B.9b[ l queda como 

dj (d v \p + < Kip-An Gcp'Scp) = 0, 

de la cual se obtiene 



(B.9d) 



(B.10) 



d v ip = -2Cip + 4nG<p'6<p = 0. (B.ll) 

Sumando las ecuaciones < B.2a) y < B.2b| obtenemos una expresion para el potencial, V(tp), 

1 



2a 2 V(cp) = —(K' + 2K 2 ). 



(B.12) 



Usando las ecuaciones I B.10) y I B. 12^ la ecuacion I B.9a) se convierte en 



Aip+ (m 2 - JC') ip = AnG 



cp'Scp' + [i'Kcp' + +a 2 d 9 V{q>)^ Sep (B.13) 



Definiendo y. = IK 2 — 5C' y u = (35C<p' + +a 2 3,pV(<p)) llegamos a una ecuacion tipo Poisson: 

Aip + pip = AnG (uScp + cp' Sep') . (B.14) 



B.3 Ecuaciones Invariantes de Norma 



El conjunto de ecuaciones invariantes de norma fue obtenido en el apendice|A]y se presenta a 
continuation 



(-35£3 f/ + A)Y - 3J£ = AnG ( d^d^cp - <$>{d n <pY + a j^$¥> 



dV 



(B.15a) 
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3, 7 8;Y + = 4nGdi6tpdr,<p (B.15b) 

(-A+23*+4JCd,)Y 

+ (2J£a, ? + 43^ JC + 2JC 2 + A)3> 

= 8ttG (d n 5ipd n <p -^(dr,f) z -a 2 ^Sip\ (B.15c) 

3,-9/ (Y - *) = (B.15d) 

de esta ultima ecuacion vemos que 

Y = O (B.16) 

Reescribiendo las ecuaciones usando la igualdad anterior y simplificando la notacion 3 f/ cp — > <y/ y 
V — > obtenemos 

- + AY - 3IK 2 Y = 4tt G — Yep' 2 + a 2 V^cp) (B.17a) 

9,9iY + JC9,Y = 4tt GdiSipcp' (B.17b) 
Y' ' + 35CY' + +25C'Y + J£ 2 Y = 4tt G (<VV - Y<p' 2 - a 2 Vyd 

Integrando I B.lTb) respecto a X; y escogiendo como cero la constante de integracion. 

Y' + KY = An G5ip<p', (B.18) 

acomodando terminos 

- 35£ (Y' + MY) + AY = 4tt G (($¥>>' - Y<p' 2 + a 2 V 9 5ip) (B.19a) 

a,Y' = 4/r GdiStpcp' - JCa^Y (B.19b) 

Y' ' + 3IHY' + +2J£'Y + IK 2 Y = An G (Sip'cp' -Yep' 2 - a 2 V f Sip) (B.19c) 



B.3.1 Ecuacion maestra 



En el apendice[A|a partir del conjunto de ecuaciones ( B.19) (o equivalentemente de las ecuaciones 



de la 6 |B.2[ se obtiene una sola ecuacion de segundo orden, conocida como ecuacion maestra. Aquf 
se reproduce el calculo por razones de completitud. 



Sumemos 0.19a) y 0.19c I 



Y" + 25C'Y - 2JC 2 Y + AY = 8n G(6q> 'cp' - Yep' 2 ), (B.20) 
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sustituyendo < |B,3 



Y" + AY = 8ttGV 



Ahora manipulamos algebraicamente ( B.19b) , obteniendo 



. Y' + JCY 
inGocp = , 



(B.21) 



(B.22) 



obviamente este caso es valido, solo si <p' 0. Derivando respecto a rj 

, (Y"+JC / Y + J£T / )<?' / - (Y' + IKYV 



/2 



insertando esta ecuacion en I B.21) 
Y" + AY = 2 



(Y" + JC'Y + 5CY')<p' - (Y' + JCY)<p" 
7 



Y" + AY = 2(Y" + 5£'Y + JCY') — 2(Y' + 9U¥)^— 

q>' 



reacomodando, llegamos 



I i 'K ^] Y' — AY + 2 (oi! — 'K^- ) H - 



(B.23) 



(B.24) 



Notese que para llegar a esta ecuacion usamos el conjunto completo de las ecuaciones I B. 19) . Una 
cosa interesante es que si se define la variable 3 Y, 



Y = 2 



7 



(B.25) 



La ecuacion I B.24) se puede reescribir como 



w 



Y" — AY — — = 
w 



(B.26) 



con w = 9i/ cp'. Aquf obtenemos por primera vez en este reporte, una ecucion del tipo oscilador 
armonico con masa variable efectiva ( OT „ flrifl f,/ e = w " I w )- 



B.3.2 Ecuacion de Poisson 



A diferencia de lo que se hizo en la subseccion anterior, en la cual se obtuvo la ecuacion maestra, 
a partir de las ecuaciones ( B.19) , aquf se seguira el metodo de 111701 , i.e. obtener la ecuacion tipo 
Poisson. 



3 Estas son, salvo un factor de a en Y y w, las variables u y 9 de la £ 2.3 
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Usando (Of en ( |B.19a) 

AT - 35CT' - 2JC 2 Y - IK'Y = 4/r G (<5<pV + a 2 V f S(p^ . 



Sustiyendo en esta ecuacion | B.19b) 

AT + (?C 2 - 5C') Y = An G (3Kq/ + a 2 V^ Sep + An GScp'cp'. 

Reescribiendo ( |B.28| ) 



donde v se define como 



y /x esta definida 



AY + f<T = 4tt G(u <5<p + Scp'cp'), 



v = 3Wq>' + a 2 V f , 



(B.27) 



(B.28) 

(B.29) 
(B.30) 
(B.31) 



Esta ecuacion tiene la misma forma que la obtenida en la £ B. 2 A diferencia del procedimiento para 
derivar la ecuacion maestra, aqul no se uso el conjunto completo de ecuaciones l |B.19) : la ecuacion 
[ B.19c) nunca es utilizada. 



B.4 Cuantizacion de y = aScp 



En esta seccion y la siguiente no mostraremos el proceso de cuantizacion ya que es el metodo 
estandar, en su lugar presentaremos de el punto de partida tanto para el proceso de cuantizacion 
de y = a Sep [ver 170| como el la variable de Mukhanov [ver |136| . 

El lagrangiano C que describe el campo escalar del inflaton es 

C = -\g ah MM-V{<p), (B.32) 
para cuantizar utilizamos la accion S, 

S[f,gab\ = J ^gCd^x. (B.33) 

Siguiendo |170| ignoraremos el efecto de la perturbacion de la metrica en este reporte. Expandien- 
do la accion a primer orden en el campo escalar, variando respecto a la perturbacion, Sep y final- 
mente usando la ecuacion dinamica del campo inflatonico sin perturbar, obtenemos la ecuacion 
de movimiento de la perturbacion 4 

Sep" + TKy' - AScp + a 2 V Vf S(p = 0. (B.34) 
4 En el articulo ] 170 1 se desprecia el termino del potencial (a 2 V w 5ip) tambien en base a la aproximacion de slow-roll, 
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De esta manera la dinamica del sistema perturbado queda definida por las ecuaciones I B.14) y 
( B.34 1 mas las ecuaciones a orden cero. 

Si se define la variale y = aSq>, la ecuacion |B34}, se puede reescribir como 



y" - Ay - —y = 



(B.35) 



Esta ecuacion una vez mas tiene la forma de un oscilador armonico con masa variable 



in 



variable 



(B.36) 



B.5 Cuantizacion de a la Mukhanov 



Empezamos con la accion 



1 jxb 



g ab d a cpd b q> - V(cp) 



g\<£x 



(B.37) 



expandiendo a segundo orden en la metrica y en el campo 

S[f + 6f,g ab =g at + h ab ] = sM[cp,g ab ) +sW[ScpXb-,?,gal}+S {2) [^hab;?rg„ b ] (B.38) 

donde el primer termino contiene solo la parte homogenea, SW esta constituido por terminos 
lineales en las perturbaciones y esta formado por terminos cuadraticos en las perturbaciones 
1136111381. 

Para escribir esta expresion se necesitaran las siguientes expansiones: 5 

goo = -a 2 (l + 2d>), gij = a 2 (l- 2Y) (B.39a) 



g 00 ~ a- 2 (-l + 20 - 40 2 ), g'l ~ a- 2 ^' + 2YS'i + 4Y 2 <^') 



(B.39b) 



a 4 { 1 + O - * cl> 2 - 3T - 3YO + ^Y 2 



(B.39c) 



Se usaron las conocidas expresiones: 



(l + x) -1 = 1-x + x 2 ... -l<x<l 

(l + x) 1/2 = 1+ -x — x 2 + ... -Kx<l 

' 2 2x4 _ _ 
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o' 2 - IScp'cp' -Scp' 2 + 2<$>q>' 2 + 



4Scp'<Sxp' - 40 2 <p' 2 + 5cp ri 5cp^ - V - ScpV 9 - -Sq^V^ (B.39d) 



Entonces la parte de la accion que corresponde al campo escalar es 



Smat — J d % 



a -(q> l2 +2&q>'cp' + &cp' 2 -2<5>q> 12 

\ a 4 
- 46<p'®<p' + 4*y 2 - ScpjScpj) - a 4 V - a 4 8(fV 9 - —S^V^ 

2 

+ a ^(cp l2 <$> + 25(p'(p l <S>^ - a 4 V$ - a 4 S(p<^V f 

■a 
2 



-d z O z + _ V® 
4 r 2 



<p' Z Y + 26cp'cp' x ¥ ) + 3« 4 VT + 3a 4 <tyYK, 



3a 



3a l 



3« 4 



— <p' 2 YO + 3fl 4 yOY + ^-cp' 2 Y 2 - ^- VY 2 



(B.40) 



/ 2 -a 4 V U 4 x 



En esta ecuacion podemos identificar 

c(0) 

°mat 

Esta es la accion original (o la parte que describe el campo escalar). Nada sorprendente. 

,2 



(B.41) 



SS 



(i) 

mat 



2Scp'cp' - 2<S>q>' z + <p' z O - 3cp' Z Y ; 

+ 3a 4 VY - a 4 V<t> - a 4 5fV f d 4 x (B.42) 



Integrando por partes SW y sustituyendo las ecuaciones del universo FLRW ( B.2a| , (B.2b I y | |B.3| , 
encontraremos que = 0. Esto no es sorprendente por que esa es la manera en la que obtenemos 
las ecuaciones de Euler-Lagrange que al aplicar en £(") nos da i a ecuacion dinamica del campo 
homogeneo. 



SS 



(2) 
mat 



■ 2$<p'®(p' - -q>' 2 * 2 - 3q>' 2 T - 6Scp'W(p' - a - 2lJJ '' u ' ' 2lJ ' 2 



-cp' Z Y' 



a 4 a 4 3a 4 i 

- y ~ aAs <P® v + y* 2 ^ + 3a 4 6cpWV 9 + 3a 4 d>W - — Y 2 V J d 4 x (B.43) 

Este pedazo de la accion es el que nos interesa. Variando ( |B.43) > juntamente con 5Si rav respecto a Y, 
Oy obtenemos ecuaciones de movimiento que son equivalentes a las obtenidas en secciones 
anteriores. Si utilizamos las constricciones I B. 16) y ( B.18[ > para eliminar dos de las tres variables, 
y se aplican una vez mas las ecuaciones de FLRW 6 , obtenemos una accion para un solo grado de 



jDe verdad es una gran cantidad de trabajo algebraico! 
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libertad, la llamada variable de Mukhanov-Sasaki, v. 
La variacion de la accion ahora toma la forma 



SS 



(2) 



grav + mat 2 

con z = f'/9Cyv definida mediante 



v ,2 -(Av) 2 + -v 2 
z 



v = a \ 5( p+ ^ T 



La ecuacion de movimiento para v es 



(B.44) 



(B.45) 



v " _ Av - — v = 
z 



(B.46) 



Una vez mas obtenemos la ecuacion de un oscilador armonico con masa variable, pero ahora esta 



masa es m 



variable 



z"/z. 



B.6 Conclusiones 



En este apendice se mostro que el conjunto de ecuaciones derivadas de las ecuaciones de Einstein 
para el caso FLRW perturbado en la norma longitudinal conforme tiene la misma forma que las 
obtenidas de manera independiente de la eleccion de norma. Esta equivalencia estructural se man- 
tiene ya que O, Y invariantes se reducen a las newtonianas cuando B = E = 0. Esta equivalencia 
se mantiene tanto en el formato ecuacion tipo Poisson, como en la llamada ecuacion maestra. La di- 
ferencia de estas dos es que en la ultima si se llega a una expresion que solo incluye un grado de 
libertad 7 . 

En el aspecto de cuantizacion se muestro el desarrollo para llegar a la variable de Mukhanov, como 
unico grado de libertad, a diferencia, una vez mas, del caso ecuacion Poisson/ campo escalar. De 
hecho usando la definicion de la variable de Mukhanov, I B.45) , las constricciones l B.16) , I B.18) y 



[B.25l, se demuestra |46| que Y y v estan relacionados mediante 



2! 

v = Y' + -Y (B.47) 

z 

siendo estas variables equivalentes 8 . 

Pero para nuestros fines, es decir, estudiar el colapso de la funcion de onda, causado por la grave- 
dad, el sistema de ecuaciones Poisson/ escalar, es el mas apropiado ya que muestra la relacion que 
existe entre estas variables cuanticas y los grados de libertad de la metrica. 



7 Aqm hay que ser cuidadoso ya que aparecen en realidad dos ecuaciones: (B.24) y (B.21) . En la literatura regularmente 
se hace la aseveracion existe un solo grado de libertad (en este caso Y) y le llaman a la segunda ecuacuion ecuacion de 
constriction, en realidad esto es otro nombre para indicar que ambas variables estan acopladas. 

8 La diferencia se notara en el momento de cuantizar, pero ese es tema del proximo reporte. 
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APENDICE C 
LINEA TEMPORAL 



A lo largo de este trabajo de tesis hicimos referencia a varios momentos importantes de la evolu- 
tion de nuestro universe Para facilitarle al lector la consulta de los valores numericos en varios 
tipos de unidades, hemos resumido aqui esos datos. 

Hemos dividido la historia de universo en tres etapas principales: (a) epoca inflacionaria, (b) epoca 
dominada por radiacion y (c) epoca dominada por materia, e ignoramos la epoca actual dominada 
por la energla oscura. 

El factor de escala durante estas epocas tiene la ecuacion de evolution 



1 

H lV > 



ati) = { C rad iV ~ f]ei)+a ei , 



\Cmat (V ~ rj eq ) + ^Ja^ 



-oo < rj < rj ei , 



f]ei <1<Veq 



< 



>1 



(C.l) 



donde las constantes (exceptuando C mat y C rat }) se obtienen por continuidad de la funcion. Toma- 
remos como normalizacion del factor de escala a 



a = a{t] = t] ) = 1. 



(C.2) 



Las constantes C ra( j y C ma t de la ecuacion dcTTJ estan dadas por 



8/rG 



'rad 



(|Orad« 4 ) / 



C 



mat 



8rzG ( 3 

, Pmat& 



(C.3) 



donde, las cantidades (p ra di 4 ) y (p m at« 3 ) se conservan, como se puede constatar usando la ecua- 



cion 1 1.41c I. En estas constantes p ra ^, p ma t representan la densidad de energla de la radiacion y de 
la materia respectivamente. Si usamos la conservation de (|0,fld fl4 )> (Pmata 5 ) y el factor de normali- 



zacion (C.2 I podemos expresar dC3f como sigue 



r 2 

^rad 



8nG 



Pradfi 



O ll rad,0' 



C 



8nG 



mat ' 



Pmat ,0 — H Cl mat fi, 



(C.4) 



donde Hq es la constante de Hubble y ClX, = px,o/Pc es la densidad de energfa de la especie en 
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cuestion relativa a la densidad crltica p c . 

Con estas ecuaciones y relaciones podemos calcular el factor de escala al tiempo t] e q cuando la 
densidad de energia de la radiacion y de la materia son iguales, a C q = a(t] — t] e q) 

n _ n rad,0 (C5) 



Q 



mat,0 



Evaluando ahora la evolucion del factor de escala durante radiacion (segunda ecuacion de |C.l) en 
f] = rjeq llegamos a una expresion para r\ e q, 



a eq a ei ,„ 

*lecj = — ~ h TJei. (C.6) 

^-rad 

Propiamente, la expresion (Ta) = constante, es valida (tiene sentido) cuando (1) podemos hablar 
de temperatura en el sistema, (2) existe radiacion en la epoca en cuestion y posee la mayoria de los 
grados de libertad del sistema. A pesar de esto, en este apendice supondremos la validez de esa 
relacion, aun en epocas en las cuales ni (1), ni (2) se cumplen (e.g. durante la epoca inflacionaria) y 
habra que entenderlo como "la temperatura hipotetica que tendria la radiacion a esa escala". Entonces, 
como (Ta) = constante, calculamos el factor de escala cuando inflacion estaba terminando para 
dar paso a al epoca dominada por radiacion, 

«ei = jT, Vei = 73 — ' ( C - 7 ) 

*■ ei ^ei^inf 

donde usamos la tercera expresion de (|C7TJ(. Para obtener un punto de referenda se calculara el 
valor del factor de escala durante la epoca de Planck, 

To 1 . . 

a Planck — Tf, / ^Planck ~ _ ~ ■ V^-°) 

* Planck api anc ktii n f 

Usando el requerimiento de que inflacion dure al menos 80 e-folds (~ 60 es el mmimo necesario) 
podemos calcular « n y rja 

a ii a iitli n f 

Finalmente, durante la epoca inflacionaria Hj n f se supone constante o muy cercano a serlo, su 
valor se puede calcular de la ecuacion de Friedmann, 

Hi f = 8 -^V(cp). (CIO) 



Para obtener los valores numericos mostrados en la tabla C.l usamos los siguientes datos h = 
c = l,p c = 8,098ft 2 x 10- 14 eV 4 , T = T{n = t] ) = 2,4 x 10- 13 GeV, Ci mati0 = 0,128ft 2 = 0,2275, 
n radp = 2,47 x 10~ 5 ft 2 = 0,0000439, m PUnck = 1,221 x 10 19 GeV y G = m 2 planck . Supondremos 
que la escala energetica del inflaton al final del periodo inflacionario es T el = 10 15 GeV y por lo 
tanto V(cp) ~ (Tf,) 4 . Los valores numericos de las constantes son C rac j = 0,161 x 10 _5 Mpc _1 , 
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V 


s 


Mpc 


a{rj) 


Vu 


-0,641 x 10 27 


-0,64 x 10 13 


0,43 x 10~ 62 


VPlanck 


-0,1157 x KT 3 


-0,1157 x 10~ 17 


0,24 x 10~ 31 


Vei 


-0,1157 x 10~ 7 


-0,1157 x 10~ 21 


0,24 x 10~ 27 


i]=Q 







0,42 x 10~ 27 


Tins 


15 x 10 9 


0,00015 


0,24 x 10 - 9 


Veq 


1,2 x 10 16 


119,81 


0,00019296 


Vd 


2,6 x 10 16 


260,06 


0,0009 


70 


8,6 x 10 17 


8625,32 


1 



Tabla C.l: Valores numericos para distintos momentos importantes en la evolution del universo. La conversion se 
puede realizar usando 1 s ~ 1CP 14 Mpc. Si requiere estas cantidades en GeV use la relation de conversion 1 GeV -1 = 
6,6 x 10~ 25 s. Para los valores de las constantes consultese el texto principal. 



C mat = 0,00011 Mpc" 1 y H inf = 0,36 x lO^s" 1 = 0,2370 x 10 12 GeV = 0,36 x lO^Mpc -1 . 
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APENDICE D 
ACRONIMOS 



CBR Fondo de Radiacion Cosmica Cosmic Background Radiation 53 

CMB Fondo Cosmico de Micro-ondas , del ingles Cosmic Microwave Background 



XIII 



COBE COsmic Background Explorer 55 



CSL Modelos de localizacion contmua del ingles Continuous Spontaneous Model 93 

DE Energia oscura , del ingles dark energy 



DM Materia oscura , del ingles dark matter 28 



DMR Radiometro de Microondas Diferencial del infles Differential Microwave Radiometers 37 



DRM Modelos de reduccion dinamicos , del ingles Dynamical Reduction Models [93] 

ECE Ecuaciones de Campo de Einstein [2] 

EW Electro-debil , del ingles electro-weak [24] 

FIR AS Espectrometro Absoluto del Infrarojo Lejano , del ingles Far Infrared Absolute 



Spectrophotometer 35 



FLRW Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker [2] 



GRW Modelo de colapso de la funcion de onda de Ghirardi-Rimini- Weber 93 

ISW Efecto de Sachs-Wolfe Integrado , del ingles Integrated Sachs-Wolfe 

LEP Gran colisionador de Electrones-Positrones del ingles Large Electron-Positron Collider 

LHC Gran Colisionador de Hadrones , del ingles Large Hadron Collider 

LSS Superficie de Ultima Dispersion , del ingles Last Scattering Surface 
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RW Robertson- Walker |6] 

SW Efecto de Sachs-Wolfe |58] 

WM AP Wilkinson Microwave Anisotropy Probe XIII 



BIBLIOGRAFfA 



[1] «GRTensor http : / / grtensor . phy . queensu . ca/ 



[2] Abazajian, K. N. y OTHERS.: «The Seventh Data Release of the Sloan Digital Sky Survey». 
Astrophysical Journal Supplement, 2009, 182, pp. 543-558. doi: 10.1088/0067-0049/182/2/543. 

[3] Abramowitz, Milton y Stegun, Irene A.: Handbook of Mathematical Functions with For- 
mulas, Graphs and Mathematical Tables. Dover, New York, 1965. Existe una version en lfnea: 

|http : / /www. math . sf u . ca/~cbm/aands/toc . htm| 

[4] Adler, Stephen L.: «Why Decoherence has not Solved the Measurement Problem: A Res- 
ponse to R W. Anderson». Studies In History and Philosophy of Science Part B Studies In History 
and Philosophy of Modern Physics, 2003, 34, p. 135. 

|http : / /www . citebase . org/ abstract ?id=oai : arXiv . org : quant -ph/ 0112 95] 

[5] AGUIRRE, ANTHONY: «Eternal Inflation, past and future», 2007. 

|http : //www . citebase . org/ abstract ?id=oai :arXiv.org: 0712 . 05 7 1| 

[6] ALBRECHT, A. y Steinhard, R J.: «Cosmology For Grand Unified Theories With Radiati- 
vely Induced Symmetry Breaking». Phys. Rev. Lett., 1982, 48, p. 1220. 

[7] ALCUBIERRE, MIGUEL: «mtroduccion a la relatividad numerica». Rev. Mex. Fis., 2007, 53(2), 
pp. 5-30. 

[8] AMSLER, C. y otros: «Review of particle physics». Phys. Lett., 2008, B667, p. 1. doi: 10.1016/ 
j.physletb.2008.07.018. 

[9] ANNINOS, Peter: «Computational Cosmology: From the Early Universe to the Large Scale 
Structures Living Reviews in Relativity, 2001, 4(2). 

|http: //www. livingreviews .org/lrr-2001-2| 

[10] Ballentine, LESLIE E.: Quantum Mechanics: A Modern Development. World Scientific Pu- 
blishing Co. Pte. Ltd., 2000. 

[11] Bardeen, James M.: «Gauge-invariant cosmological perturbations». Physical Review D, 
1980, 22(8), pp. 1882-1905. 

[12] Bardeen, James M.; Steinhardt, Paul J. y Turner, Michael S.: «Spontaneous Crea- 
tion of Almost Scale - Free Density Perturbations in an Inflationary Universe». Phys. Rev., 
1983, D28, p. 679. doi: 10.1 103/PhysRevD .28.679. 



[13] BARROW, JOHN D. y DOMBEY, NORMAN: «Cosmology limits the number of neutri- 
nos^ NewScientist, 1989, (1688). 



[14] BASSI, A.: «Dynamical Reduction Models: present status and future developments», 2007. 
doi: 10.1088/1742-6596/67/1/012013. 

[15] BASSI, ANGELO y Ghirardi, GianCarlO: «A General Argument Against the Univer- 
sal Validity of the Superposition Principles Phys. Lett., 2000, A275, p. 373. doi: 10.1016/ 
S0375-9601(00)00612-5. 

[16] : «Dynamical Reduction Models». Physics Reports, 2003, 379, p. 257. 

|http : / /www . citebase .org/ abstract ?id=oai : arXiv . org : quant -ph/ 0302164"] 

[17] Bell, John S.: «Against Measurements Physics World, 1990, p. 33. 

[18] Bell, M.; Gottfried, K. y Veltman, M. (Eds.): John S. Bell on The Foundations of Quantum 
Mechanics. World Scientific Publishing Company, 2001. 

[19] : John S. Bell on The Foundations of Quantum Mechanics, capftulo Are There Quantum 

Jumps? World Scientific Publishing Company, 2001. 

[20] BergstrOm, Lars y Goobar, Ariel: Cosmology and Particle Astrophysics. John Wiley and 
Sons Ltd, 1999. 

[21] BERTSCHINGER, EDMUND: «Cosmological dynamics: Course 1», 1993. 

[22] : «Cosmological Perturbation Theory and Structure Formation», 2001. 

[23] BlRREL, N. D. y Davies, P. C. W.: Quantum fields in curved space. Cambridge University 
Press, 1994. 

[24] BOERSMA, Jelle P.: «Averaging in cosmology». Phys. Rev., 1998, D57, pp. 798-810. doi: 
10.1103/PhysRevD.57.798. 

[25] BORNER, Gerhard: The Early Universe: Facts and Fiction. Springer, 4thedici6n, 2004. 

[26] BRANDENBERGER, Robert: inflationary Universe Models and Cosmic Strings». En: J.A. 
Peacock; A.F. Heavens y A.T. Davies (Eds.), Physics of the Early Universe, pp. 281-360, 1989. 

[27] : «Topics in Cosmology», 2006. 

NOTAS: Invited lectures at the Summer School on Particle Physics, Gravity 
and Cosmology (Dubrovnik, August 2006), publ. in the on-line proceedings 
(PoS(P2GC)007) 

[28] BRANDENBERGER, ROBERT H.: «Quantum Field Theory Methods and Inflationary Universe 
Models». Rev. Mod. Phys., 1985, 57, p. 1. doi: 10.1103/RevModPhys.57.1. 

[29] : «Topological defects and structure formations Int. J. Mod. Phys., 1994, A9, pp. 2117- 

2190. doi: 10.1142/S0217751X9400090X. 



[30] : «Lectures on the Theory of Cosmological Perturbations». volumen 646, pp. 127-167. 

Springer, 2003. 

[31] : «Challenges for inflationary cosmology», 2004. 

[32] Bruni, Marco; Dunsby, Peter K. S. y Ellis, George F. R.: «Cosmological Perturbations 
and the Physical Meaning of Gauge-Invariant Variables». ApJ, 1992, 395, pp. 32-53. 

[33] Bruni, Marco; Gualtieri, Leonardo y Sopuerta, Carlos R: «Two-parameter nonli- 
near spacetime perturbations: gauge transformations and gauge invariance». Class. Quan- 
tum Grav., 2003, 20, pp. 535-556. 

[34] Bruni, Marco; Matarrese, Sabino; Mollerach, Silvia y Sonego, Sebastiano: «Per- 
turbations of spacetime: gauge transformations and gauge invariance at seconf order and 
beyond». Class. Quantum Grav., 1997, 14, pp. 2585-2606. 

[35] BURLES, S.; NOLLETT, K. M. y TURNER, Michael S.: «Big-bang nucleosynthesis: Linking 
inner space and outer space», 1999. 

[36] BURNELL, F. J.; Mann, Robert B. y Ohta, T.: «Chaos in a Relativistic 3-body Self- 
Gravitating System». Phys. Rev. Lett., 2003, 90, p. 134101. doi: 10.1103/PhysRevLett.90. 
134101. 

[37] Carroll, Sean M. y Chen, Jennifer: «Spontaneous Inflation and the Origin of the Arrow 
of Time», 2004. 

|http : / /www. citebase . org/ abstract ?id=oai : arXiv . org : hep-th/ 0410270| 

[38] Ciufolini, Ignazio y Wheeler, John Archibald: Gravitation and Inertia. Princeton 
University Press, 1995. 

[39] Cramer, John G.: «An Overview of the Transactional Interpretations Inter. Jour. Theo. 
Phys., 1988, 27, p. 227. 

[40] DADHICH, Naresh: «Derivation of the Raychaudhuri Equation», 2005. 

|http : / / www . citebase . org/ abstract ?id=oai : arXiv . org : gr-qc/ 0511123| 

[41] DANIELSSON, Ulf H.: «A note on inflation and transplanckian physics». Phys. Rev., 2002, 
D66,p. 023511. doi: 10.1103/PhysRevD.66.023511. 

[42] DAVIS, Tamara M. y LlNEWEAVER, Charles H.: «Expanding Confusion: common mis- 
conceptions of cosmological horizons and the superluminal expansion of the universe». As- 
tronomical Society of Australia, 2004, 21, pp. 97-109. 

[43] De UnAnue, ADOLFO:. «Revisi6n de la teorfa de perturbaciones en Relatividad General». 
Por publicar. 

[44] De UnAnue, ADOLFO y SUDARSKY, Daniel:. «Penrose's Dynamical Reduction Models 
and the birth of primordial inhomogeneities». Por publicar. 



[45] DE UNANUE, ADOLFO y SUDARSKY, DANIEL: «Phenomenological analysis of quantum 
collapse as source of the seeds of cosmic structures Phys. Rev. D, 2008, 78. 

[46] Deruelle, Nathalie; Gundlach, Carsten y Polarski, David: «On the quantization 
of perturbations in inflations Class. Quantum Grav., 1992, 9, pp. 137-148. 

[47] D'ESPAGNAT, Bernard: Conceptual Foundations of Quantum Mechanics. Perseus Books, 
2nd edicion, 1999. 

[48] DlG-SI, LAJOS: «Gravitation and Quantum-Mechanical Localization of Macro-Objects». Phys. 
Lett, 1984, 105A, pp. 199-202. 

[49] : «Models for universal reduction of macroscopic quantum fluctuations». Phys. Rev A, 

1989, 40(3), pp. 1165-1174. 

[50] : «Notes on certain Newton gravity mechanisms of wavefunction localization and 

decoherence». Journal of Physics A Mathematical and Theoretical, 2007, 40(12), p. 2989. doi: 
10.1088/1751-8113/40/12/S07. 

[51] D'lVERNO, R.: Introducing Einstein's Relativity. Oxford University Press, 1992. 

[52] DODELSON, SCOTT: Modern Cosmology. Academic Press, 2003. 

[53] DOLGOV, A. D.: «Cosmological implications of neutrinos». Surveys High Energ. Phys., 2002, 
17, pp. 91-114. doi: 10.1080/0124421021000054202. 

[54] DUPAC, XAVIER: «Cosmology from Cosmic Microwave Background fluctuations with 
Planck», 2007. 

[55] DURRER, RUTH: «Cosmological strucure formation with topological defects», 2000. 

[56] : «Physics of Cosmic Microwave Background anisotropies and primordial fluctuations», 

2001. 

[57] : «The theory of CMB anisotropies». /. Phys. Stud., 2001, 5, pp. 177-215. 

[58] : «Cosmological Perturbation Theory». Informe tecnico, Universite de Geneve, Departe- 

ment de Physique Theorique, 2005. 

[59] Ehlers, J. y RlNDLER, W.: «A Phase-Space Representation of Friedmann-Lemaitre Universe 
Containing both Dust and Readiation and the Inevitability of a Big-Bang». Mon. Not. Roy. 
Astr. Soc, 1989, 238, pp. 503-521. 

[60] Einstein, Albert: Relativity: The Special and the General Theory. Methuen, 1952. 

[61] ELLIS, G. F. R. y BRUNI, M.: «Covariant and gauge invariant approach to cosmological 
density fluctuations ». Phys. Rev., 1989, D40, pp. 1804-1818. doi: 10.1103/PhysRevD.40.1804. 

[62] ELLIS, G. F. R.; HWANG, J. y BRUNI, M.: «Covariant and gauge independent perfect 
fluid robertson- walker perturbations». Phys. Rev., 1989, D40, pp. 1819-1826. doi: 10.1103/ 
PhysRevD.40.1819. 



[63] ELLIS, G. F. R. y MATRAVERS, D.R.: «General Covariance in General Relativity?» General 
Relativity and Gravitation, 1995, 27(7), pp. 777-788. 

[64] Ellis, G. F. R. y STOEGER, W.: «Horizons in inflationary universes». Classical and Quantum 
Gravity, 1988, 5, pp. 207-220. doi: 10.1088/0264-9381/5/1/024. 

[65] ELLIS, GEORGE: «Patchy solutions». Nature, 2008, 452, pp. 158-161. doi: 10.1038/452158a. 

[66] ELLIS, G.F.R.: «Relativistic Cosmology ». En: R.K. Sachs (Ed.), Proceedings of XLVII Enrico 
Fermi Summer School, Academic Press, 1971. 

[67] : Handbook in Philosophy of Physics, capftulo Issues in the Philosophy of Cosmology. 

Elsevier, 2006. 

|http : //www . citebase .org/ abstract ?id=oai :arXiv.org:astro-ph/0602280| 

[68] ELLIS, G.F.R. y BUCHERT, T.: «The universe seen at different scales». Physical Letters A, 2005, 
347(1-3), pp. 38-46. doi: 10.1016/j.physleta.2005.06.08. 

[69] ENQVIST, Kari; Hogdahl, Janne; NURMI, Sami y Vernizzi, FlLlPPO: «Covariant ge- 
neralization of cosmological perturbation theory». Phys. Rev., 2007, D75, p. 023515. doi: 
10.1103/PhysRevD.75.023515. 

[70] Feldman, H. A.; KAMENSHCHIK, A. Y. y Zel'Nikov, A. I.: «Decoherence effects of gra- 
vitons in quantum cosmology.» Classical and Quantum Gravity, 1992, 9, pp. L1-L6. doi: 
10.1088/0264-9381/9/1/001. 

[71] Fields, Brian y Sarkar, Subir: «Big-Bang nucleosynthesis». Physics Letters B, 2008, 667, 
p. 228. Se puede encontrar una version mas antigua (2004) en ast ro-ph/ 4 6663. 

[72] Freedman, W. L.; Madore, B. F.; GIBSON, B. K.; Ferrarese, L.; KELSON, D. D.; Sakai, 
S.; Mould, J. R.; Kennicutt, R. C, Jr.; Ford, H. C; Graham, J. A.; Huchra, J. P.; 
Hughes, S. M. G.; Illingworth, G. D.; Macri, L. M. y Stetson, P. B.: «Final Results 
from the Hubble Space Telescope Key Project to Measure the Hubble Constants Astrophys. 
J., 2001, 553, pp. 47-72. doi: 10.1086/320638. 

[73] Freeman, Wendy L. y Turner, Michael S.: «Colloquium: Measuring and understanding 
the Universe». Rev. Mod. Phys., 2003, 75, pp. 1433-1447. 

[74] FRENKEL, ANDOR: «A Tentative Expression of the Karolyhazy Uncertainty of the Space- 
Time Structure through Vacuum Spreads in Quantum Gravity», 2002. 

|http : / /www . citebase . org/ abstract ?id=oai : arXiv . org : quant -ph/ 0002087] 

[75] Gangui, Alejandro: «Cosmology from topological defects». AIP Conf. Proc, 2003, 668, 
pp. 226-262. doi: 10.1063/1.1587101. 

[76] Garcia-Bellido, Juan: «Cosmology and Astrophysics», 2005. 

[77] Garriga, Jaume; Guth, Alan H. y Vilenkin, Alexander: «Eternal inflation, bubble 
collisions, and the persistence of memory». Physical Review D, 2007, 76, p. 123512. doi: 
10.1103/PhysRevD.76.123512. 



[78] George F R Ellis, Henk van Elst: «Cosmological Models», 1999, pp. 1-116. 

[79] GHIRARDI, G.C.: «The interpretation of quantum mechanics: where do we stand?», 2009. 

|http : //www . citebase .org/ abstract ?id=oai : arXiv . org : 904 . 0958] 

[80] GHIRARDI, G.C; Rimini, A. y Weber, T.: «A Model for a Unified Quantum Description of 
Macroscopic and Microscopic Systems». En: L. Accardi et al (Ed.), Quantum Probability and 
Applications, Springer Berlin, 1985. 

[81] GHIRARDI, G.C.; Rimini, A. y Weber, T.: «Unified dynamics for microscopic and macros- 
copic systems». Physical Review D, 1986, 34(2), p. 470. doi: 10.1103/PhysRevD.34.470. 

[82] Giovanni, Massimo: A primer on the physics of the cosmic microwave background. World 
Scientific, 2008. 

[83] GOTT, J. R. I.; JURIC, M.; SCHLEGEL, D.; Hoyle, R; VOGELEY, M.; TEGMARK, M.; Bah- 
CALL, N. y Brinkmann, J.: «A Map of the Universe». Astrophysical journal, 2005, 624, pp. 
463-484. doi: 10.1086/428890. 

[84] Grib, Andrey Anatoljevich y Jr., Waldyr Alves Rodrigues: Nonlocality in Quantum 
Physics. Kluwer Academic Plenum Publisheres, New York, NY, 1999. 

[85] GR0N, 0YVIND y Hervik, SlGBjORN: Einstein's General Theory of Relativity. Springer, 2007. 

[86] GUTH: inflation and eternal inflations Physics Reports, 2000, 333-334(1), p. 555. doi: 10. 
1016/S0370-1573(00)00037-5. 

[87] GUTH, A. H.: «The Inflationary Universe: A Possible Solution to the Horizon and Flatness 
Problems». Phys. Rev. D, 1981, 23, p. 347. 

[88] GUTH, Alan H.: «Eternal inflation and its implications». J.PHYS.A, 2007, 40, p. 6811. doi: 
10.1088/1751-8113/40/25/S25. 

[89] Halliwell, JONATHAN J.: «Decoherence in Quantum Cosmology». Phys. Rev, 1989, D39, 
p. 2912. doi: 10.1103/PhysRevD.39.2912. 

[90] HARRISON, Earnest. R.: «Fluctuations at the threshold of classical cosmology». Phys. Rev. 
D, 1970, 1, p. 2726. 

[91] HAWKING, S.W. y Ellis, G.F.R.: The large scale structure of space-time. Cambridge University 
Press, 1999. 

[92] HlLLERY, M.; O'CONNELL, R.F; SCULLY, M.O. y WlGNER, E.P: «Distribution Functions in 
Physics: Fundamentals». Physics Reports, 1984, 106(3), pp. 121-167. 

[93] HlNSHAW: «Three-Year <i> Wilkinson Microwave Anisotropy Probe</i>(<i>WMAP</i>) 
Observations: Temperature Analysis». The Astrophysical Journal Supplement Series, 2007, 
170(2), p. 288. doi: 10.1086/513698. 

[94] HOGG, David W.: «Distance measures in Cosmology», 2000. 



[95] Hu, Wayne y White, Martin: «The Cosmic Symphony». Scientific American, 2004. 

[96] HUANG, Qing-GuO; Li, MlAO y WANG, Yl: «Eternal Chaotic Inflation is Prohibited by 
Weak Gravity Conjecture», 2007. doi: 10.1088/1475-7516/2007/09/013. 

[97] Hwang, J.; Padmanabhan, T.; Lahav, O. y Noh, H.: «l/3 factor in the CMB Sachs-Wolfe 
effect». Phys. Rev. D, 2002, 65(4), pp. 043005-+. doi: 10.1103/PhysRevD.65.043005. 

[98] Hwang, J.-C. y NOH, H.: «Sachs-Wolfe effect: Gauge independence and a general expres- 
sions Phys. Rev. D, 1999, 59(6), pp. 067302-+. doi: 10.1103/PhysRevD.59.067302. 

[99] Iftime, MlHAELA: «Gauge and the hole argument», 2006. 

[100] Iftime, MlHAELA y STACHEL, John: «The Hole Argument for Covariant Theories». Gen. 
Rel. Grav, 2005, 38, pp. 1241-1252. 

[101] IMAI, TATSUNORI; CHIBA, TAKAMASA y ASADA, HlDEKI: «Choreographic solution to the 
general relativistic three- body problems Phys. Rev. Lett., 2007, 98, p. 201102. doi: 10.1103/ 
PhysRevLett.98.201102. 

[102] JOSE, JORGE V. y Saletan, Eugene J.: Classical Mechanics - A contemporary approach. Cam- 
bridge University Press, 2002. 

[103] KlEFER, CLAUS: «Origin of classical structure from inflations Nucl.Phys.Proc.Suppl, 2000, 88, 
pp. 255-258. 

[104] : «On the interpretation of quantum theory - from Copenhagen to the present day», 

2002. 

[http : / /www . citebase .org/ abstract ?id=oai : arXiv . org : quant -ph/ 021015"2| 

[105] KlEFER, CLAUS y JOOS, ERICH: «Decoherence: Concepts and Examples», 1998. 

[http : / /www. citebase . org/ abstract ?id=oai : arXiv . org : quant-ph/ 9803052| 

[106] Kiefer, Claus; Lesgourgues, Julien; Polarski, David y Starobinsky, Alexei A.: 
«The Coherence of Primordial Fluctuations Produced During Inflations 1998. 

[http : //www . citebase . org/ abstract ?id=oai : arXiv . org : qr-qc/ 980 60 66] 

[107] Kiefer, Claus; Lohmar, Ingo; Polarski, David y Starobinsky, Alexei A.: «Pointer 
states for primordial fluctuations in inflationary cosmology». Classical and Quantum Gravity, 
2007, 24(7), p. 1699. doi: 10.1088/0264-9381/24/7/002. 

[108] Kiefer, Claus y Polarski, David: «Why do cosmological perturbations look classical to 
us?», 2008. 

[http : / /www . citebase . org/ abstract ?id=oai :arXiv.org:0810.0087| 
[109] Kinney, William H.: «TASI Lectures on Inflations 2009. 

[110] Kolb, Edward W. y Turner, Michael S.: The Early Universe. Addison Wesley, 1990. 

[Ill] Landau, Susana; Scoccola, Claudia; Sudarsky, Daniel y De UnAnue, Adolfo:. 
Por publicar. 



[112] LANGLOIS, DAVID: «Inflation, quantum fluctuations and cosmological perturbations», 2003. 
[113] LAZARIDES, GEORGE: «Basics of Inflationary Cosmology», 2006. 

[114] Leon, Gabriel; De UnAnue, Adolfo y Sudarsky, Daniel:. «Multiple collapses and its 
implications on the seeds of cosmic struture: Coherent and Squeezed states». Por publicar. 

[115] Liddle, Andrew R. y Lyth, David H.: Cosmological Inflation and Large-Scale Structure. 
Cambridge University Press, 2000. 

[116] LlFSHITZ, E.: «On the Gravitational stability of the expanding universe». /. Phys. (USSR), 
1946, 10, p. 116. 

[117] LlNDE, Andrei: «A New Inflationary Universe Scenario: A Possible Solution Of The Ho- 
rizon, Flatness, Homogeneity, Isotropy And Primordial Monopole Problems». Phys. Lett. B, 
1982, 108, p. 389. 

[118] LONGAIR, MALCOM S.: Galaxy Formation. Springer, 2000. 

[119] Lyth, D. H.: «Large Scale Energy Density Perturbations and Inflations Phys. Rev., 1985, 
D31,pp. 1792-1798. doi: 10.1103/PhysRevD.31.1792. 

[120] Lyth, David H.: introduction to Cosmology», 1993. 

[http : //www . citebase .org/ abstract ?id=oai : arXiv . org : astro-ph/ 9312 022] 

[121] MA, CHUNG-PEI y BERTSCHINGER, EDMUND: «Cosmological Perturbation Theory in the 
Synchronous vs. Conformal Newtonian Gauge». The Astrophysical Journal, 1995, 455, p. 7. 

[http : / /www . citebase .org/ abstract ?id=oai : arXiv . org : astro-ph/ 940100"7| 

[122] MACDONALD, Alan: «Einstein's hole arguments American Journal of Physics, 2001, 69, pp. 
223-225. 

[123] Magueijo, Jo AO y Brandenberger, Robert H.: «Cosmic defects and cosmology», 2000. 

[124] Malik, Karim A. y Wands, David: «Cosmological perturbations», 2008. 

[125] MAROTO, ANTONIO LOPEZ y RAMIREZ, JUAN: «A conceptual tour about the standard cos- 
mological model», 2004. 

[126] Marra, Valerio; Kolb, Edward W.; Matarrese, Sabino y Riotto, Antonio: «On 
cosmological observables in a swiss-cheese universes Phys. Rev., 2007, D76, p. 123004. doi: 
10.1103/PhysRevD.76.123004. 

[127] MARTEL, KARL y POISSON, ERIC: «Gravitational perturbations of the Schwarzschild space- 
time: A practical covariant and gauge-invariant formalisms Phys. Rev., 2005, D71, p. 104003. 
doi: 10.1103/PhysRevD.71.104003. 

[128] MARTIN, JEROME: inflationary Cosmological Perturbations of Quantum-Mechanical Ori- 
gin^ 2004. 



[129] MARTIN, JEROME y BRANDENBERGER, ROBERT H.: «The trans-Planckian problem of infla- 
tionary cosmology ». Phys. Rev., 2001, D63, p. 123501. doi: 10.1103/PhysRevD.63.123501. 

[130] Martin, Jerome y SCHWARZ, DOMINIK J.: «The influence of cosmological transitions on 
the evolution of density perturbations». Phys. Rev., 1998, D57, pp. 3302-3316. doi: 10.1103/ 
PhysRevD.57.3302. 

[131] Merlin, Cesar: ????? Tesina o Proyecto, ICN - UNAM, 2009. 

[132] Merlin, Cesar y Salgado, Marcelo:. Por publicar. 

[133] MERSINI-HOUGHTON, L. y Parker, L.: «Eternal Inflation is . Ex pensive"», 2007. 

[http : / /www. citebase . org/ abstract ?id=oai : arXiv . org : 07 05 . 02 67| 

[134] Misner, Charles W.; Thorne, Kip S. y Wheeler, John A.: Gravitation. W. H. Freeman 
& Company, 1973. 

[135] MUKHANOV, V.: Physical Foundations of Cosmology. Cambridge University Press, 2005. 

[136] MUKHANOV, V. F.: «The quantum theory of gauge-invariant cosmological perturbations ». 
Zhurnal Eksperimental noi i Teoreticheskoi Fiziki, 1988, 94, pp. 1-11. 

[137] MUKHANOV, V. F. y Winitzki, S.: Introduction to quantum effects in gravity. Cambridge 
University Press, 2007. 

[138] MUKHANOV, VlATCHESLAV F.; FELDMAN, H. A. y BRANDENBERGER, ROBERT H.: «Theory 
of cosmological perturbations». Phys. Rept., 1992, 215, pp. 203-333. doi: 10.1016/ 
0370-1573(92)90044-Z. 

[139] NAKAMURA, KOUJI: «Gauge Invariant Variables in Two-Parameter Nonlinear Pertubations». 
Prog. ofTheo. Phys., 2003, 110(4), pp. 723-755. 

[140] : «Second Order Gauge Invariant Perturbation Theory - Perturbative curvatures in the 

two-parameter case -», 2005. 

[http : //www . citebase .org/ abstract ?id=oai : arXiv . org : gr-qc/ 0410024| 

[141] : «Second-Order Gauge Invariant Perturbation Theory -Perturbative Curvaturas in the 

Two-Parameter Case-». Prog. ofTheo. Phys., 2005, 113(3), pp. 481-511. 

[142] : «Short note on second-order gauge-invariant cosmological perturbation theory», 2006. 

[143] : «Second-order Gauge Invariant Cosmological Perturbation Theory: - Einstein equa- 
tions in terms of gauge invariant variables -», 2007. 

[http : //www. citebase . org/ abstract ?id=oai : arXiv . org : gr-qc/ 06051 08] 

[144] : «Consistency relations between the source terms in the second-order Einstein equa- 
tions for cosmological perturbations», 2009. 

[145] : «Inclusion of the first-order vector- and tensor-modes in the second-order gauge- 
invariant cosmological perturbation theory», 2009. 



[146] Narlikar, Jayant V.: «????» C.R. Acad. Sci. Paris, 1999, (327), p. 841. 

[147] Narlikar, Jayant V. y Padmanabhan, T.: «Standard Cosmology and Alternatives: A 
critical appraisal». Annu. Rev. Astron. Astrophys., 2001, 39, pp. 211-248. 

[148] NOLTA, M. R.; Dunkley, J.; Hill, R. S.; HlNSHAW, G.; KOMATSU, E.; LARSON, D.; PAGE, 
L.; Spergel, D. N.; Bennett, C. L.; Gold, B.; Jarosik, N.; Odegard, N.; Weiland, 
J. L.; Wollack, E.; Halpern, M.; Kogut, A.; Limon, M.; Meyer, S. S.; Tucker, G. S.; 
y WRIGHT, E. L.: «Five-year Wilkinson microwave anisotropy probe observations: angular 
power spectra». The Astrophysical Journal Supplement Series, 2009, 180(2), pp. 296-305. 
|http: //stacksTT op.org/0067-0049/180/2 9~6\ 

[149] NORTON, JOHN: «The Hole Arguments En: Edward N. Zalta (Ed.), The Stanford Encyclopedia 
of Philosophy, , Winter 2008. 

[http : / /plato . stanf ord. edu/ar chives /win2008/entries/ | 
[spacetime-holearg/| 

[150] NORTON, JOHN D.: «General covariance and the foundations of general relativity: eight 
decades of dispute». Rep. Prog. Phys., 1993, 56, pp. 791-858. 

[151] Omnes, ROLAND: The Interpretation of Quantum Mechanics. Princeton Series in Physics. Prin- 
ceton University Press, 1994. 

[152] Padmanabhan, T.: Structure formation in the Universe. Cambridge University Press, 1993. 

[153] : Cosmology and Astrophysics - Through Problems. Cambridge University Press, 1996. 

[154] : After the first three minutes - The story of our Universe. Cambridge University Press, 1998. 

[155] : «Advanced topics in cosmology: A pedagogical introductions AIP Conf. Proc, 2006, 

843, pp. 111-166. doi: 10.1063/1.2219327. 

[156] PAGE, D.N.: «Inflation does not explain time asymmetry». Nature, 1983, 39, p. 304. 

[157] PEACOCK, J. A.: Cosmological Physics. Cambridge University Press, 1998. 

[158] : «Cosmology: Standard Model», 2001. doi: 10.1888/0333750888/1632. 

[159] Pearle, Philip: «True Collapse and False Collapse», 1994. 

[http : / /www . citebase . org/ abstract ?id=oai : arXiv . org : quant -ph/ 9805 04 9| 

[160] : «Collapse Models», 1999. 

[http : / / www . citebase . org/ abstract ?id=oai : arXiv . org : quant -ph/ 990107"T| 

[161] : «Wave Function Collapse. Could It Have Cosmological Consequences?», 2007. 

[162] PEARLE, PHILIP y SQUIRES, EUAN: «Gravity, energy conservation and parameter values in 
collapse models», 1995. 

[http : //www . citebase .org/ abstract ?id=oai : arXiv . org : quant-ph/ 95 03019| 
[163] Peebles, P.J.E.: Principles of Physical Cosmology. Princeton University Press, 1993. 



[164] Peebles, P.J.E.: «The Standard Cosmological Model». En: Results and Perspectives in Particle 
Physics, , 1998. 

NOTAS: Presentado en 12do Les Rencontre de Physique de la Vallee d'Aoste, La 
Thuile, Aosta Valley, Italy, 1-7 Mar 1998. 

[165] PENROSE, ROGER: «Difficulties with inflationary cosmology». New York Academy Sciences 
Annals, 1989, 571, pp. 249-264. doi: 10.1111/j.l749-6632.1989.tb50513.x. 

[166] Penrose, Roger: Shadows of the Mind. A search for the missing science of consciousness. Oxford 
University Press, 1994. 

[167] : «On gravity's role in quantum state reductions Gen. Rel. Grav., 1996, 28, pp. 581-600. 

doi: 10.1007/BF02105068. Se puede encontrar tambien en *Callender, C. (ed.): Physics meets 
philosophy at the Planck scale* 290-304. 

[168] : La mente nueva del emperador. En torno a la cibernetica, la mente y las leyes de laflsica. Fondo 

de Cultura Economica, 2da edicion, 2002. 

[169] : The Road to Reality. A complete guide to the laws of the universe. Jonathan Cape, Londres, 

2004. 

NOTAS: Publicado en espanol, El camino a la realidad. Una gula completa de las leyes 
del universo, Random House Mondadori S.A. coleccion DEBATE, traduccion de 
Javier Garcia Sanz, 2006 

[170] Perez, Alejandro; Sahlmann, Hanno y Sudarsky, Daniel: «On the quantum origin 
of the seeds of cosmic structures Class. Quant. Grav., 2006, 23, pp. 2317-2354. 

[171] Perlmutter, S. y otros: «Measurements of the Cosmological Parameters Omega and 
Lambda from the First 7 Supernovae at z >= 0.35». Astrophys. }., 1997, 483, p. 565. doi: 
10.1086/304265. 

[172] : «Discovery of a Supernova Explosion at Half the Age of the Universe and its Cosmo- 
logical Implications». Nature, 1998, 391, pp. 51-54. doi: 10.1038/34124. 

[173] Peskin, Michael E. y Schroeder, Daniel V.: Introduction to Quantum Field Theory. 
Addison-Wesley, 1995. 

[174] Petrov, A. Z.: «The classification of spaces defining gravitational fields». Gen. Rel. Grav., 
2000, 32, pp. 1661-1663. 

[175] PFENNING, MICHAEL J. y POISSON, ERIC: «Scalar, electromagnetic, and gravitational self- 
forces in weakly curved spacetimes». Phys. Rev., 2002, D65, p. 084001. doi: 10.1103/ 
PhysRevD.65.084001. 

[176] POISSON, ERIC: «The Gravitational self-force», 2004. 



[177] : «The motion of point particles in curved spacetime». Living Rev. Rel, 2004, 7, p. 6. 



[178] POLARSKI, DAVID y STAROBINSKY, ALEXEI A.: «Semiclassicality and Decoherence of Cos- 
mological Perturbations». Class. Quant. Grav., 1996, 13, pp. 377-392. 

[179] PRESTON, Brent y POISSON, Eric: «A light-cone gauge for black-hole perturbation theory». 
Phys. Rev., 2006, D74, p. 064010. doi: 10.1103/PhysRevD.74.064010. 

[180] RAYCHAUDHURI, Amalkumar: «Relativistic Cosmology. I». Phys. Rev., 1955, 98, pp. 1123 - 
112. 

[181] RlESS, ADAM G. y otros: «Observational Evidence from Supernovae for an Accelerating 
Universe and a Cosmological Constants Astron. J., 1998, 116, pp. 1009-1038. doi: 10.1086/ 
300499. 

[182] : «Type la Supernova Discoveries at z>l From the Hubble Space Telescope: Evidence 

for Past Deceleration and Constraints on Dark Energy Evolution». Astrophys. J., 2004, 607, 
pp. 665-687. doi: 10.1086/383612. 

[183] RlNDLER, W.: « Visual horizons in world-models ». Gen. Rel. Grav., 2002, 34, pp. 133-153. doi: 
10.1023/A:1015347106729. 

[http: //articles .adsabs .harvard.edu/full/195 6MNRAS . 116. . 662R] 

[184] RlNDLER, WOLFANG: Relativity Special, General and Cosmological. Oxford University Press, 
2nd edicion, 2006. 

[185] RlOTTO, ANTONIO: «Inflation and the Theory of Cosmological Perturbations», 2002. 

[http : //www . cltebase .org/ abstract ?ld=oai : arXlv . org : hep-ph/ 02101 62 1 

[186] Sarkar, Subir: «Neutrinos from the big bang». Proc. Indian Natl. Sci. Acad., 2004, 70A, pp. 
163-178. 

[187] SCHIFF, LEONARD I.: Quantum Mechanics. McGraw-Hill Kogakusha, Ltd., 1968. 

[188] SCHLOSSHAUER, MAXIMILIAN: «Decoherence, the measurement problem, and interpreta- 
tions of quantum mechanics», 2004. doi: 10.1103/RevModPhys.76.1267. 

[189] SCHRAMM, DAVID N.: «On the relation of the cosmological constraints on neutrino flavors 
to the width of the Z0*1». Physics Letters B, 1984, 141(5-6), pp. 337-341. 

[190] SCOTT, DOUGLAS: «The standard cosmological model», 2005. 

[191] SCOTT, DOUGLAS y SMOOT, GEORGE: «Cosmic Background Radiation Mini-Review». Phy- 
sics Letters B, 2008, 667, p. 246. Se puede encontrar una version mas antigua (2004) en 

astro-ph/0406567vl. 

[192] Seljak, UROS y Zaldarriaga, MATIAS: «A Line of Sight Approach to Cosmic Microwave 
Background Anisotropies». Astrophys. }., 1996, 469, pp. 437-444. doi: 10.1086/177793. 

[ht"tp : / /www, cf a . harvard. edu/~mzaldarr/CMBFAST/cmbf ast . html] 

[193] SHIU, G.: «Inflation as a probe of trans-Planckian physics: A brief review and progress 
report». /. Phys. Conf. Ser, 2005, 18, pp. 188-223. doi: 10.1088/1742-6596/18/1/005. 



[194] Smoot, G. R; Bennett, C. L.; Kogut, A.; Aymon, J.; Backus, C; de Amici, G.; Galuk, 
K.; Jackson, P. D.; Keegstra, P.; Rokke, L.; Tenorio, L.; Torres, S.; Gulkis, S.; Hau- 
ser, M. G.; Janssen, M.; Mather, J. C.; Weiss, R.; Wilkinson, D. T.; Wright, E. L.; 
Boggess, N. W.; Cheng, E. S.; Kelsall, T.; Lubin, P.; Meyer, S.; Moseley, S. H.; Mur- 
DOCK, T. L.; Shafer, R. A. y SlLVERBERG, R. F.: «First results of the COBE satellite measu- 
rement of the anisotropy of the cosmic microwave background radiation». Advances in Space 
Research, 1991, 11, pp. 193-205. doi: 10.1016/0273-1177(91)90490-B. 

[195] Sotiriou, Thomas P. y Faraoni, Valerio: «f(R) Theories Of Gravity», 2008. 

[196] SPERGEL, D.N. y otros: «Three-Year Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP) Ob- 
servations: Implications for Cosmology». The Astrophysical Journal Supplement Series, 2007, 
170(2), pp. 377-408. doi: 10.1086/513700. 

[http://dx.doi.org/10.10 8 6/513700l 

[197] STAROBINSKY, A. A.: «Spectrum Of Relict Gravitational Radiation And The Early State Of 
The Universe». JETP Lett., 1979, 30, p. 682. 

[198] STEWART, A. M.: «Longitudinal and transverse components of a vector field», 2008. 

[http : / /www . cltebase . org/ abstract ?id=oai :arXlv.org:0801.0335| 

[199] Stewart, J.M. y WALKER, M.: «Perturbations of Space-Times in General Relativity». Proc. 
Roy. Soc. Series A, 1974, 341(1624), pp. 49-74. 

[200] STRAUMANN, NORBERT: «From primordial quantum fluctuations to the anisotropies of the 
cosmic microwave background radiation». Annalen Phys., 2006, 15, pp. 701-847. doi: 10. 
1002/andp.200610212. 

[201] : «Proof of a decomposition theorem for symmetric tensors on spaces with constant 

curvature», 2008. 

[http : //www. citebase . org/ abstract ?id=oai :arXlv.org:0805.4500| 

[202] SUDARSKY, Daniel: «The Seeds of Cosmic structure as a door to New Physics». /. Phys.: 
Conf. Sen, 2006, 68. doi: 10.1088/1742-6596/68/1/012029. 

[203] : «The seeds of cosmic structure as door to Quantum Gravity Phenomena», 2007. 

[204] : «A signature of quantum gravity at the source of the seeds of cosmic structure?» /. 

Phys.: Conf. Ser.,2007, 67. doi: 10.1088/1742-6596/67/1/012054. 

[205] : «Shortcomings in the Understanding of Why Cosmological Perturbations Look Clas- 
sical^ 2009. 

[206] TEGMARK, M.: «Measuring Cosmological Parameters with Galaxy Surveys». Physical Revieiv 
Letters, 1997, 79, pp. 3806-3809. doi: 10.1103/PhysRevLett.79.3806. 

[207] TEGMARK, M. y otros: «Cosmological parameters from SDSS and WMAP». Phys. Rev. D, 
2004, 69(10), pp. 103501-+. doi: 10.1103/PhysRevD.69.103501. 



[208] : «The Three-Dimensional Power Spectrum of Galaxies from the Sloan Digital Sky Sur- 
veys Astrophysical Journal Supplement, 2004, 606, pp. 702-740. doi: 10.1086/382125. 

[209] TSUJIKAWA, Shinji: introductory Review of Cosmic Inflation^ 2003. 

[210] Tumulka, RODERICH: «Collapse and Relativity», 2006. 

[http : / /www . citebase . org/ abstract ?id=oai : arXiv . org : quant -ph/ 6022 0~8] 

[211] VACHASPATI, Tanmay: «Topological defects in cosmology», 1993. 
[212] VALKENBURG, WESSEL: «Swiss Cheese and a Cheesy CMB», 2009. 

[213] VON Neumann, JOHN: Mathematical Foundations of Quantum Mechanics. Princeton Univer- 
sity Press, 1996. 

[214] Wainwright, J. y Ellis, George Francis Rayner: Dynamical Systems in Cosmology. Cam- 
bridge University Press, 1997. 

[215] Wald, Robert M.: General Relativity. Chicago University Press, 1984. 

[216] Walecka, John D.: Fundamentals of Statistical Mechanics - Manuscript and Notes of Felix Block. 
Imperial College Press and World Scientific Publishing Co. Pte. Ltd., 2000. 

[217] WANG, Yl: «Eternal Inflation: Prohibited by Quantum Gravity?», 2008. 

[http : / /www . citebase . org/ abstract ?id=oai :arXiv.org:0805.4520| 

[218] Weinberg, S.: Gravitation and Cosmology: Principles and Applications of the General Theory of 
Relativity. Wiley- VCH., 1972. 

[219] White, Martin y Hu, Wayne: «The Sachs-Wolfe effect». Astronomy and Astrophysics, 1997, 
89(321). 

[220] WlGNER, E.P: «On the Quantum Correction for Thermodynamic Equilibriums Phys. Rev., 
1932, 40, pp. 749-759. 

[221] : «Quantum Mechanical Distribution Functions Revisited». En: W. Yourgrad y 

A. van der Merwe (Eds.), Perspectives in Quantum Theory, pp. 25-36. Dover, 1971. 

[222] WOOD-VASEY, W. Michael y otros: «Observational Constraints on the Nature of the Dark 
Energy: First Cosmological Results from the ESSENCE Supernova Survey». Astrophys. J., 
2007, 666, pp. 694-715. doi: 10.1086/518642. 

[223] York, D. G. y otros: «The Sloan Digital Sky Survey: Technical Summary». Astronomical 
Journal, 2000, 120, pp. 1579-1587. doi: 10.1086/301513. 

[224] ZALALETDINOV, ROUSTAM M.: «Averaging Problem in General Relativity, Macroscopic 
Gravity and Using Einstein's Equations in Cosmology». BULL.ASTRON.SOC.INDIA, 1997, 
25, p. 401. 

[http : //www . citebase .org/ abstract ?id=oai : arXiv . org : gr-qc/ 97 03016] 



[225] ZEL'DOVICH, YAKOV BORISOVICH: «A Hypothesis, unifying the structure and the entropy 
of the universe». Mon. Not. Roy. Astron. Soc, 1972, 160, pp. 1P-3P. 

[226] ZUREK, WOJCIECH H.: «Decoherence and the transition from quantum to classical - REVI- 
SITED^ 2003. 

[http : //www . citebase . org/ abstract ?id=oai : arXiv . org : quant-ph/030 6072| 



Redaccion y edicion de tesis 
con MbX2 £ , GNU Emacs 
y sistema operativo libre 

gnU/ LiN ux, 



